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CHAPITRE PREMIER. 


But de lu Géométrie dcaerlpllve.— Propriété* relative* aux 
projections des pointa et des ligne* , et aux traces de* 
plans. 


1 . La Géométrie descriptive a pour objet spécial de ré- 
soudre , par des constructions effectuées sur un plan, tous 
les problèmes qui se rapportent aux trois dimensions de 
l’étendue. 

Les difficultés insurmontables qu’on rencontre à chaque 
instant lorsqu’on veut, par les procédés de la Géométrie 
élémentaire, représenter dans l’espace les données d’un 
problème , et exécuter les constructions nécessaires à sa 
solution, suffisent pour faire comprendre toute l’importance 
de cette branche des mathématiques. 

Supposons, par exemple, qu’on veuille déterminer la 
distance d’un point donné à un plan donné. On sait que 
cette distance se mesure par la perpendiculaire abaissé 
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Fig. 1 


Fig. 2 


2 

du point sur le plan : mais comment fixer la direction de 
cette perpendiculaire? comment déterminer le point où elle 
rencontre le plan? Les procédés graphiques ordinaires de- 
venant tout à fait impuissants, on est obligé d’avoir recours 
à des méthodes particulières, dont l’ensemble constitue la 
Géométrie descriptive. 

2. Do toutes les méthodes employées pour réduire les 
constructions qui devraient être effectuées dans l’espace, à 
des constructions faites sur un.plan unique, la plus simple 
est la Méthode des projections . 

Nous allons faire connaître en quoi elle consiste. 

3. On appelle projection d’un point sur un plan, le pied 
de la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan. 

~ Ainsi, concevez que du point A, on abaisse sur le plan 
MN, la perpendiculaire AP; le pied P de cette perpendi- 
culaire sera la projection du point A sur le plan MN, qu’on 
nomme plan de projection. Il est clair que le point P est 
la projection commune de tous les points de la droite in- 
définie AP. 

4. La projection d’une ligne est le lieu géométrique des 
projections de tous les points de cette ligne. 

Ainsi, la ligne PQR, qui passe par les projections des 
différents points de la ligne ABC sur le plan MN, est la 
projection de ABC sur le plan MN. Les perpendiculaires 
AP, BQ, CB... étant parallèles entre elles, leur ensemble 
constitue une surface cylindrique, que l’on désigne ordinai- 
rement sous la dénomination de cylindre projetant. 

On peut considérer la projection PQR comme l’inter- 
section' de ce cylindre par le plan MN ; et il est évident que 
toute courbe A’B'C’ tracée sur la surface de ce cylindre, 
a pour projection, sur le plan MN, la même ligne PQR. 
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5. Quand la courbe ABC est plane, et que «ou plan 
est perpendiculaire au plan de projection MN, le cylindre 
projetant n’est autre chose que le plan même de la courbe; 
car les perpendiculaires qui déterminent les projections 
des points de cette courbe sont toutes renfermées dans ce 
plan. Alors la projection de la courbe se réduit à une 
droite. 

Il est clair que si la courbe est dans un plan parallèle 
au plan de projection , elle se projette suivant une courbe 
qui lui est égale. 

0. Lorsque la ligne à projeter est une droite ABC , les 
perpendiculaires AP, BQ, CR, etc., abaissées de ses dif- 
férents points sur le plan de projection MN, sont dans un 
même plan perpendiculaire au plan MN ; les pieds P, Q, 
R, etc., de ces perpendiculaires sont donc en ligne droite; 
et par conséquent la projection d’une droite est une ligne 
droite. 

Or, deux points déterminent une droite. Conséquemment, 
pour projeter la droite ABC sur le plan MN, il suffit de 
mener, par deux points A et B de cette droite, des per- 
pendiculaires AP et BQ au plan AIN, et de joindre, par une 
droite PQ, les pieds de ces perpendiculaires : PQ est la 
projection demandée. 

Remarquons encore que , pour obtenir la projection de 
la droite ABC, on peut mener par cette droite un plan per- 
pendiculaire à MN ; l’intersection de ce plan projetant avec 
le plan MN est la projection de ABC. 

7. Lorsqu’une droite est perpendiculaire à un plan , la 
projection de cette droite est le pdint oü elle rencontre- le 
plan : car les perpendiculaires abaissées des différents 


Fig. 3. 
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points de la droite sur le plan se confondent avec cette 
droite. 

8. Il suit de là que : 1° tous les points d’une droite 
perpendiculaire à un plan ont la même projection sur ce 
plan (3); 2° la position d’un point n’est pas déterminée par 
la projection de ce point sur un seul plan. 

Nous allons voir maintenant que la position d’un point 
est, au contraire, parfaiteinent déterminée, si l’on connaît 
les projections de ce point sur deux plans ' qui se coupent. 
Mais d’abord, cherchons quelle est la relation qui existe 
entre ces deux projections. 

9, Les perpendiculaires abaissées des deux projections 
d’un point, sur l’intersection des deux plans de projection, 
rencontrent cette intersection en un même point. 

Pour démontrer cette proposition fondamentale, con- 
Fig. 5, cevons deux plans xyz et xyt qui se coupent suivant la 
droite xy; si, d’un point A situé hors de ces plans, on 
leur mène des perpendiculaires AP, AP'; le plan PAP', 
conduit par ces droites, sera perpendiculaire aux deux 
plans de projection; par suite, il sera perpendiculaire à 
l’intersection xy; donc cette droite xy sera perpendicu- 
laire aux intersections PK,P'K du plan PAP' avec les 
plans de projection. Les perpendiculaires menées sur l’in- 
tersedtion xy par les projections P et P' du point A, pas- 
sent donc par un même point K de cette intersection. Le 
principe énoncé est donc démontré. 

' . 10. Lorsque deux points situés dans deux plans qui se 

coupent , sont tels que les perpendiculaires abaissées de ces 
points sur l’intersection des deux plans de projection , ren- 
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contrent cette intersection en un même point, ces deux 
points sont les projections d’un même point de l'espace , 
lequel est entièrement déterminé. ■ , ‘ 

Eq effet, les droites PK, P'K étant perpendiculaires à 
l’intersection xy en un même point K, le plan PKF de ces 
deux droites est perpendiculaire à xy ; donc il est perpen- 
diculaire à chacun des plans xyz, xyt; les droites PA et 
P'A, menées par les points P et P' perpendiculairement 
aux plans xyz, xyt, sont donc situées dans le plan PKP'; 
et comme elles sont perpendiculaires à deux droites PK, 
P'K qui se coupent , ces perpendiculaires se coupent elles- 
mêmes en un point A qui a pour projections les points P 
et F : ce qui démontre la proposition. 

- * 

11. D’après les deux principes précédents , pour que 
deux points situés dans deux plans qui se coupent , soient 
les projections d'un même point de l’espace, il faut et il 
suffit que les perpendiculaires abaissées de ces points sur 
l'intersection des deux plans de projection rencontrent cette 
intersection en un même point. 

12. Une droite est généralement déterminée, quand on 
connaît ses projections sur deux plans qui se coupent. 

Menons par chaque projection un plan perpendiculaire au 
plan de projection correspondant : la droite devra se trou- 
ver dans chacun des plans ainsi conduits; elle sera donc 
l’intersection de ces deux plans. 

Par exemple, si ab, a'b' sont les projections d’une droite 
inconnue, les plans ofrBA, a' MBA menés par ces projec- 
tions, et perpendiculaires respectivement aux plans xyz, 
xyt, contiendront la droite cherchée ? cette droite sera donc 
l’intersection AB des deux plans. 


Fig. 5. 


Fig. 6. 
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15. Deux droites prises arbitrairement dans les plans 
de projection ne peuvent, être considérées comme les pro- 
jections d’une même droite, (pie si les plans menés par 
ces droites, perpendiculairéroent' aux plans de projection , 
se çoupent. C’est ce qui arrivera toujours lorsque ces deux 
droitfls.no seront pas perpendiculaires, eu deux points dif- 
ferents, à l’intersection des plans de projection. - 

Fig. 7. 14. Quand les droites ab, a'U sont perpendiculaires, à 

xy et qu’elles coupent cette ligne en des points différents 
metn, elles ne sont pas les projections d’une même droite. 
Pour le prouver, il suffit de faire voie que le plan amk 
conduit par am, perpendiculairement au plan xij a, est pa- 
rallèle au plan a'hh mené suivant dn perpendiculairement 
à xyt. En effet,. de ce que les plans amk et xi /z sont per- 
pendiculaires enfre eux, et de ce que xy est perpendiculaire 
à am, il s’ensuit que xi/ est perpendiculaire sur le plan amk. 
On démontrerait de la même manière que xy est perpendi- 
culaire aii plan anh ; donc les deux plans amk, a'nh sont 
perpendiculaires à la droite xy, et par conséquent ils sont' 
parallèles. 

Fig. 8. 15. Mais si les deux projections ab, a' b', perpendiculaires 

à xy, rencontrent cette droite au même point wi, alors le 
plan ama' de ces droites est perpendiculaire h la fois aux 
deux plans xyz, xyt ; de sorte que toutes les droites situées 
dans ce plan ont pour projection ab et a'b'. Dans ce cas, 
pour achever de déterminer la droite de l’espace, il faut 
, donner les projections à, d et b, b' de deux de ses points. 

16. Les projections d'une courbe quelconque, faites sur 

deux plans qui se coupent, déterminent généralement cette 

courbe. . , 

» 
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Par exemple, abc et a'b'c. étant les projections d’une Fig. 9. 
même ligne ABC sur les plans xyz, xyt ; si l’on conçoit deux ■ 
surfaces cylindriques ocùBCA, aVù'BCA, ayant pour bases 
a’b'c et abc, et dont lés génératrices soient respectivement 
perpendiculaires aux plans xtp, xyt ; l’intersection de cès 
surfaces cylindriques déterminera Ja courbe ABC, 

, Lorsqu’on pr^nd arbitrairement une courbe dans chacun , 
des deux plans de projection, on ne peut considérer ces 
deux courbes comme les projections d’une même ligne de 
l’espace que dans le cas où les perpendiculaires aux plans 
de projection, menées par les différents points de ces deux 
courbes, se rencontrent deux à deux dans l’espace. En d’au- 
tres termes, il faut qu’à chaque point de la première pro- 
jection corresponde, un point de la seponde: nous nommons 
ici points correspondants ceux qui satisfont à la condition 
énoncée ci-dessus (11), , 

.17. Pour déterminer un plan P, on pourrait se servir des 
projections, sur deux plans qui se coupent, de trois points 
non en ligne droite situés dans le plan P. Mais on a trouvé 
plus commode de fixer la position d’un plan au moyen de 
ses Intersections «a, oib, avec les plans de projection xyz, p IG a 
xijt. Ces intersections sont ce qu’on nomme les traces du 
plan P sur les plans de projection. 

Quand les deux traces «a, «b d’un plan sont données , 
la position de ce plan est entièrement déterminée; car deux 
droites qui se coupent déterminent un plan. En général, 
le plan P et les deux plans de projection forment uu angle» 
trjèdre qui a pour arêtes les deux traces et l’iutèrsection 
des deux plans fixes. Ainsi, les deux traces d’un même plan 
doivent couper en un seul point l'intersection des plans de 
projection. 
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18. Examinons quelques positions particulières du 

plan P. • ' 

1 0 Si le plan est parallèle à l’un des plans deprojectim, 
iL est clair qu’il n’aura pas de trace sur ce dernier plan. Sa 
trace sur Vautre plan de projection sera parallèle à l’inter- 
section des plans de projection. 

2° Si le plan coupe les deux plans de projection , mais 
qu’il soit parallèle à leur intersection, ses deux traces se- 
ront parallèles à cette intersection 

3° Si le plan est perpendiculaire à l'intersection des deux 
plans de projection , ses deux traces seront aussi perpendi- 
culaires à cette intersection. 

4° Enfin , si le plan passe par l’intersection des deux 
plans de projection, sa position ne sera plus déterminée : 
il faudra , ou bien donner sa trace sur fin nouveau plan 
qui coupe les deux premiers suivant une droite autre que 
xy, ou bien donner un point situé hors de xy et par lequel 
le plan soit assujetti à passer. 

19. On voit déjà, par ce qui précède, qu’en rapportant 
les points et les lignes de l’espace à deux plans qui se 
coupent, il est facile de déterminer ces points et ces lignes 
au moyen d’autres lignes et d’autres points situés dans ces 
plans. 

Jusqu’à présent, nous n’avons fait aucune hypothèse par- 
ticulière sur l’angle des deux plans de projection. Mais afin 
de rendre les constructions plus simples, nous suppose- 
rons, dorénavant, que cet angle est droit. Afin d’abréger le 
discôurs, nous regarderons l’un des deux plans de projec- 
tion comme horizontal et l’autre comme vertical, quoiqu’ils 
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puissent avoir des positions quelconques L’intersection des 
deux plans de projection se nommera ligne de terre. 

20. Lorsque nous dirons qu’un point est donné, ou 
qu’une ligne est donnée, nous entendrons que les projec- 
tions de ce point ou de cette ligne sont données. Lôrsqu’nn 
plan sera donné, ses traces seront -supposées connues. Quand 
nous proposerons de déterminer un point, ouune droite, 
ou un plan, il s’agira de construire les projections du point, 
ou celles de la droite, ou les traces du plan. 

Les projections et les traces prendront le nom du plan 
de projection dans lequel elles se trouveront. Ainsi, les 
projections et les traces situées dans le plan vertical séront 
les projections et les traces verticales, Suivant qu’une droite 
sera parallèle au plan horizontal de projection-, ou qu’elle * 

sera perpendiculaire à ce plan, nous dirons que cette ligne 
est horizontale ou qu’elle est verticale. On dit dans le même 
sens qu’un plan est horizontal ou qu’il est vertical, suivant 
qu’il est parallèle ou perpendiculaire au plan horizontal de 
projection. 

21.. De ce que les plans de projection sont supposés 
rectangulaires, il résulte ce qui suit : 

1° Si un point ou si une ligne est dans l’un des deux 
plans de projection, sa projection sur l’autre plan sera sur 
la ligne de terre. 

En effet, les perpendiculaires qui déterminent cette pro- 
jection sont comprises dans le premier plan. 

2° Si une ligne est dans un plan- parallèle à l’un des 
plans de projection, sa projection sur l'autre plan sera une 
droite parallèle i la ligne de terre. Par exemple , si une 
ligne est daus un plan horizontal, les perpendiculaires qui 


Digitized by Google 



10 


TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


déterminent sa projection vertieale sont renfermées dans 
ce plan horizontal; donc la projection verticale sera l’in- 
tersection de ce dernier plan avec le. plan vertical de pro- 
• jection, c'est-à-diro une parallèle à la ligne.de terre. 

3° Si un plan est perpendiculaire à l’un des deux plans 
de projection, sa trace sur Vaut fe plan Sera perpendiculaire 
à la ligne de terre.' \ '• * 

Par exemple, ijn plan perpendiculaire au plan horizontal 
a pour trace verticale une perpendiculaire à la ligne de 
terre. 

4° La distance d’un point de V espace au plan horizontal 
est égale à la perpendiculaire abaissée de sa projection 
.verticale sur- la ligne de terre, et la distance d’un point 
de l'espace au plan vertical est égale ù la perpendiculaire 
abaissée de sa projection horizontale sur la ligne dé terre. 

Fie. 5. Soit A un point dont les projections sont P et P'; par 
AP et AP' faisons passer un plan, qui coupe en K la ligne 
de terre; nous obtiendrons ainsi un rectangle APKF. 
En effet, les angles APK, AP'K sont droits parce que AP 
et AP' sont perpendiculaires sur les plans de projection , 
et l’angle PKI* est droit parce qu’il mesure l’inclinaison 
des deux plans de projection , lesquels sont supposés per- 
pendiculaires entre eux; donc le quadrilatère APKP' est 
un rectangle; d’où il suit que AP=P'K et AP— PK. 

22. Les explications précédentes suffisent pour faire 
pressentir la possibilité dé résoudre les problèmes 'qui se 
rapportent aux trois dimensions de l’étendue, par des con- 
structions renfermées 'dans deux plans qui se coupent et 
.que nous supposons rectangulaires. Mais afin de simpli- 
fier les constructions autant que possible , et de réunir les 
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deux projections sur un seul dessin , on fait tourner le 
plan vertical xyt autour de la ligne de terre «xy, jusqu’à Fig. 11. 
ce qu'il vienne en xyt’ sur le prolongement du plan ho- 
rizontal xyz. De cette inanière, toutes les constructions • 
seront réellement effectuées sur le plan horizçiltal ; mais 
il faudra saus cesse concevoir par la pensée les projec- 
tions verticales remises à leur, place an moyen d’un quart 
de révolution autour de la ligne de terre. .Quant aux points 
sitHés hors des plans de projection , ils ne paraîtront pas 
dans les figures ; mais il sera facile de se représenter la 
véritable position de ces points . à l’aide de leurs pro- 
jections. 

Par exemple, a et a' étant les projections d’un point A 
de l’espace , qui n’est pas indiqué dans la figure-, on ton- Fig. 12. 
cevra qüe le plan vertical, que l’on suppose déjà rabattu 
sur le plan horizontal, fait un quart de révolution autour 
de xy ; les plans de projection étant alprs perpendiculaires 
l’un à l’autre, si par les points a, a on conçoit dés perpen- 
diculaires au plan horizontal et au plan vertical, la rencontre 
de ces perpendiculaires sera le poinj A de l’espace, dont 
les projections sont a et a. 

23. Après le rabattement du plan vertical sur le plan 
horizontal , les deux projections d'un même point sont situées 
sur une même perpendiculaire à ta liyne de terre. 

En effet, concevons que les plans de projection xyz, Fig. 14. 
xyt étant dans leurs positions primitives, c’cst-ii-dire per- 
pendiculaires l’un sur l’autre, les projections d’un point A 
de l’erspace soient a et a' ; les perpendiculaires menées 
des points a et a! sur xy, passeront par un même point j» 
de xy (9); si le plan vertical tourne autour de xy pouf 
veuir s’appliquer sur 4è plan lmmontal , la droite a'p ne 
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cessera pas d’être perpendiculaire à xy ; et quand le plan 
vertical xyt coïncidera avec le plan horizontal , le point a 
sera en a", à une distance a"p du point p égale à a'p, et sur 
le prolongement de qp. 

24. D’âprès cela, pour que deux lignes se coupent dans 
l’ espacé, il faut et il suffit que le point de rencontre de leurs 
projections verticales et le point de rencontre de leurs pro- 
jections horizontales se trouvent sur une. même perpendi- 
culaire à la ligne de terre. 

25. Lorsque deux droites AB, CD sont parallèles, leurs 
projections sur un même plan sont parallèles. 

Fig. 4. 'En effet, les plans projetants BAP et DCÈ sont paral- 
lèles entre eux comme étant perpendiculaires sur le même 
plan MN, et passant par deux droites parallèles; donc les 
intersections de ces plans avec lé plan MN sont des droites 
. parallèles, Or, ces intersections sont précisément les pro- 
jections des lignes AB et CD ; le principe est donc démontré. 

Béciproquement, si les projections de deux droites , sur 
■ deux plans qui se coupent ; sont parallèles sur chacun de 
ces plans , ces deux droites sont parallèles ; car elles sont 
les intersections de deux plans projetants parallèles entre 
eux avec deux autres plans projetants parallèles entre eux. 

26. Lorsque deux droites AB, CD sont perpendiculaires 
entre elles , leurs projections sur un même plan ne sont pas 
nécessairement perpendiculaires entre elles. 

En effet , par le point A de la droite AB , on peut mener 
à cette droite une infinité de perpendiculaires qui toutes 
sont contenues dans un même plan P perpendiculaire à 
AB au point A; Lorsque. .ce plan P n’est' pas en même 
temps perpendiculaire au plan de projection, ce qui arrive 
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toutes les fois que AB'n’ésfc' pas parallèle k-cë dernier plan ; 
alors toutes les perpendiculaires à AB menées par le point 
A ont des projectifs' différentes. Une seule de ces perpen- 
diculaires a sa projection perpendiculaire à celle de la 
droite AB; c’est celle qui est contenue dans le plan proje- 
tant perpendiculaire à la projection de la droite AB. * 

Ainsi, lorsque deux droites AB et CD sont perpendicu- 
laires l’une sur l’autre , leur§ projections sont en général 
obliques. Seulement il résulte de ce qui vient d’être dit, 
que si la droite AB est parallèle à l'un des plans ^e projec- 
tion, la projection sur ce plan de la perpendiculaire CD 

» i , 

sera perpendiculaire à la projection de AB. 

Enfin, si la droite AB était parallèle aux deux plans 
de projection , c’est-à-dire parallèle à la ligne de terre , 
alors' seulement les deux projections de la perpendiculaire 
CD seraient perpendiculaires aux projections de AB. . 

27. Lorsqu’une droite AB est parallèle à un plan P, les 
projections de AB ne sont pas nécessairement parallèles 
aux traces du plan. 

I ' 

En effet, on sait que par un point A on peut mener une 
infinité de droites parallèles à un plan P, lesquelles sont 
toutes contenues dans un même plan Q parallèle au plan 
P. Toutes ces droites ont des projections différentes tant 
que le plan Q qui les renferme, et par cônséquent le plaît 
P parallèle k Q, n’est pas perpendiculaire au plan de pro- 
jection. Une seule de ces .droites a sa projection parallèle 
k la trace du plan P, c’est la parallèle k la trace de ce- 
plan ; car cette droite est parallèle au plan de projection , 
et par cônséquent elle est parallèle k sa projection sur ce 
plan. Ainsi, lorsqu’une droite AB est parallèle k ud plan 
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P, les. projections de la droite août en général obliques 
par rapport aux traces du plan. Seulement, si le plan P 
était perpendiculaire à l’un des plans de projection, la 
projection de AB sur' ce planterait parallèle à la trace de 
P sur le même plan de projection ; si le plan P était per- 
pendiculaire aux deux plans de projection ou à. la ligne de 
terre, alors les deux projections.de AB seraient parallèles 
aux deux traces du plan P. -, 

28. Lorsqu'une droite est perpendiculaire à un plan', 
lés projetions de la droite sont respectivement perpendi- 
culaires aux traces du plan. 

Fig. 13. • Soit BGK.uu plan quelconque dont la trace sur le plan 
de projection MN est la ligne BG ; et soit AP une droite 
perpendiculaire au plan BGK. D’un point A de AP, abais- 
sons A Q perpendiculaire au plan MN, et faisons passer un 
plan par AP et AQ; ce plan coupe le plan BCK suivant la 
droite RP, et le plan MN suivant la droite HQ qtii est la 
_ projection dé ÀP sur le plan.MN. Actuellement, le plan 
PAQR passant par les droites AP et AQ respectivement 
perpendiculaires aux plans BCK et MN, est perpendicu- 
laire sur Chacun d’eux, et par suite perpendiculaire à leur 
intersection BG. Réciproquement, BG est perpendiculaire 
, au plan PAQR; donc BG est perpendiculaire sur RQ. La 
trace du plgn est donc perpendiculaire, à' la projection de 
la droite, ce qui démontre le principe énoncé. 

La réciproque de- cette proposition est généralement 
vraie, c’est-à-dire que, si les projections d’une droite sont 
respectivement perpendiculaires aux traces d’un plan, la 
droite est perpendiculaire au plan. En effet, de ce que les 
traces du plan sont' respectivement perpendiculaires aux 
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projections de ia droite,- il s’ensuit que ces traces sont res- 
pectivement perpendiculaires aux deux plans projetants tlo, 
la droite. Par conséquent, le plan donné, qui' contient, ces 
deux traces, est à la fois perpendiculaire à ces deu$ plans 
projetants, et par suite, perpendiculaire à leur intersec- 
tion commune , laquelle n’est autre chose que la droite de- 
l’espace. ’ 

29. ’ Cette réciproque est en défaut dans le eas où les 
deux projections de la. droite seraient perpendiculaires à la 
ligne de terre. 

En effet, dans ce cas, les deux plans projetants- étant 
confondus , la position do la droite est indéterminée ; et 
cette droite pourra faire un angle quelconque avec un plan 
dont les traces seraient parallèles à la ligne de terre, c’est- 
à-dire perpendiculaires aux projections de cette droite. 

30. Les traces de deux plans perpendiculaires'étitre eux 
ne sont pas nécessairement perpendiculaires entre elles. 

On sait que tous les plans qui passent par une perpen- 
diculaire AB à un plan P, sont perpendiculaires à ce plan; 
de là il résulte qu’on ne peut rien conclure sur la direction 
des traces d’un plan f' perpendiculaire à P. Seulement, 
si les plans P et P' sont perpendiculaires à l’un des plans 
de projection , leurs traces sur ce dernier plau seront per- 
pendiculaires entre elles, 

31. Nous allons maintenant exposer les solutions des 
problèmes relatifs à la ligne droite et au plan; mais atin 
de rendre les explications plus faciles à suivre, nous éta- 
blirons, comme cela se fait ordinairement, quelques con- 
ventions relatives au mode de représentation des différentes 
parties qui constituent les figures. 
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1° Nous supposerons que l’œil de l’observateur est placé 
au-dessus du plan horizontal ou en avant du plan vertical, 
et à. une distance -infinie du plan sur lequel se fait la pro- 
jection. 

2° Les parties d’un objet caehées à l’oeil de l’observa- 
teur, soit par l’objet même, soit par les plans de projection 
seront supposées invisibles. . 

• 5° Les grandes lettres A, B, C, etc., indiqueront des 
points de l’espace; ces lettres ne paraîtront point dans les 
figures; les petites lettres correspondantes a, b, c, etc., 
employées sans acceuts, serviront à désigner les projec- 
tions horizontales des points A, B et C ; ces petites lettres 
affectées d’un accent, c’cst-h-dire a', b', c, etc., indique- 
ront les projections verticales des mêmes points A, B, 
C, etc. 

4° Nous, désignerons souvent un point de l’espace par 

ses. deux projections; ainsi, lorsque nous parlerons d’un 

-, ' 

point (a, o'), il s’agira du point A dont les projections sont 
a et 

5° La ligné de terre sera toujours désignée par xy. 

. 52. On nomme épure la feuille qui contient le tracé de 
toutes les constructions d’un problème. 

On distinguera dans une épure : 

1° Les lignés principales, c’est-à-dire celles qui repré- 
sentent les données et les résultats d’un problème; elles 
seront marquées par un trait plein et continu, lorsqu’elles 
seront visibles; elles setont ponctuées, c’est-à-dife tracées 
en points ronds, si elles sont invisibles. 

2° Les lignes auxiliaires, c’est-à-dire toutes celles qui 
ne seront employées que comme des moyens d’arriver à la 
solution du problème ; ces lignes seront toujours poinlillées 
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ou composées de petits traits d’égale longueur, qu’elles 
soient visibles ou invisibles. 

Lorsque parmi ces lignes auxiliaires il s’en trouvera quel- 
qu’une qui offrira plus d’importance , et sur laquelle on 
voudra appeler l’attention d’une manière particulière, ou 
pourra la représenter par une ligne mixte , composée de 
petits traits séparés par un ou plusieurs points ronds. 
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. CHAPITRE II. v 

• , * * \ . ■. 

■ntéraectt*u <(• droite» et de» plan*.— Droite* et plan* 
déterminé* par diverse* condition». 


PROBLÈME I. 

Connaissant les projections d’une droite , trouver ses traces, e’est-à-dire 
les points où elle rencontre les plans de projection. 

14. 55. Supposons que les projections ab, a' b' de la droite 

donnée coupent la ligne de terre aux points b et a'. 

Pour trouver la trace horizontale de la droite, c’est-à- 
dire le point où elle perce le plan horizontal , on observe 
que ce point, appartenant au plan horizontal, doit avoir 
sa projection verticale sur la ligne de terre xy (21); cette 
projection doit aussi se trouver sur a'b', projection ver- 
ticaje de la droite , car a'b' contient les projections verti- 
cales de tous les points de la droite donnée; donc le point 
a', où a'b' rencontre xy , est la projection verticale de la 
trace horizontale de la droite. Si donc on élève a’ a per- 
pendiculaire sur xy, l’intersection a des droites aa' et ab 
sera la trace horizontale de la droite donnée. On verra de 
même que, si par le point b, où la projection horizontale db 
rencontre la ligne de terre , on élève bb' perpendiculaire 
sur xy, son intersection b' avec la projection verticale a'b', 
sera la trace verticale de la droite. 

De ce qui précède , on tire cette règle générale : pour 
déterminer la trace horizontale d'une droite, on prolonge la 
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. « 

projection verticale jusqu'à la ligné de terre; par le point 
de rencontre on mène dans le plan horizontal une perpen- 
diculaire à la ligne de terre-: cette perpendiculaire va cou- 
per la projection horizontale de la droite au point cherché. 

Pareillement , pour avoir la trace verticale dé la droite, on 
prolonge la projection horizontale jusqu'à sa rencontre avec 
Id ligne de terre.; par le point ainsi obtenu on élève dans le 
plan vertical une perpendiculaire à la ligne de terre i cette 
perpendiculaire coupe la projection verticale de ta droite au 
point demandé. , ' ‘ ' 

34, Lorsqu’on change la position de la droite donnée , 
les points a et b' où elle perce les plans de projection 
changent aussi. Nous remarquerons d'aboi'd les cas indi- 
qués par les ligures 14, 15, 16 et 17. 

Dans la ligpre 14, la droite rencontre le plan horizontal 
en a en avant du plan vertical, et le plan vertical en b 1 au- 
dessus du plan horizontal. ' •* 

Dans la lipre 15, la trace horizontale a est derrière le 
plan vertical, et la trace verticale h' est au-dessus du plan 
horizontal. • . • • 

Dans la fipre 16, la trace horizontale a est devant le 
plan vertical, et la trace verticale b 1 est au-dessous du plan 
horizontal. ' 

Dans la ligure 17, la trace horizontale a est derrière te 
plan vertical, et la trace verticale b' est au-dessous du plan 
horizontal. , 

35- Examinons encore les cas particuliers suivants : 

1° La droite est horizontale, c’est-k-dire située dans un 
plan parallèle au plan horizontal. ' ' " 4* 

• Il est évident que dans- ce cas la droite o> pour projec- 
tion horizontale une droite quelconque telle que ab, et Fio. 18. 
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pour projection verticale une droite d'b' parallèle à la. ligne 
de terre. Sa trace verticale est en b'. ' ■ : . ■ 

2° La droite est située dans un. plan parallèle au plan 


vertical. / . ' 

La droite, donnée a pour projection verticale une droite 
Fig. 19. quelconque telle que a’ b', et pour projection horizontale 
une- droite ab parallèle à la ligne de terre. Sa trace hori- 
zontale est eu a. - ■ . . ' » 

3° La droite donnée est parallèle à la fois aux deux plans 
de projection 

Il est clair que dans ce cas la droite est parallèle à la 
ligne de terre. •Par conséquent , ses deux projections ab, 
IG ‘ a‘b', sont parallèles à xy. Elle n’a ni trace horizontale ni 
trace verticale. . 

4° La droite est contenue dans l’un des plans de pro- 
jection, dans le plan horizontal, par exemple. 

Fig. 21. Dans ce cas, la droite ab est elle-même sa projection 
horizontale; sa projection verticale est la ligne dé terre; et 
• elle a pour trace verticale le point b, qù elle rencontre la 
ligne de terre. 

5? La droite est perpendiculaire à l’un ou à l’autre des 
plans de projection, au plan horizontal, par exemple. 

Fig. 22. D’après cette position de la droite, sa projection hori- 
zontale se réduit à sa trace horizontale a; sa projection 
verticale est a'b' perpendiculaire, à la ligne de terre. D’ail- 
leurs, la droite n’a pas de trace verticale. 

6° La droite est dans un plan perpendiculaire à la ligne 
de. terre. .- . k 

Fig. 23. Lorsqu’un plan ùab' est perpendiculaire à la ligne de 
terre, ses deux traces ax, ab' sont situées sur une même 
droite, perpendiculaire à cette ligne. Toute droite située 


/ 


/ 
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dans ce plan a pour projections les traces du' plan. Par 
conséquent , pour qu'une pareille droite soit déterminée , il 
faut que l’on donne les projections de deux de ses points. 
Supposons donc que m, m' et n, n' soient les projec- 
tions de deux points de la droite.. Faisons tourner le plan 
ax'b qui la contient, autour de sa trace horizontale ax, 
jusqu’à ce qu’il soit rabattu sur le plan horizontal. Dans 
ce mouvement, chacun des points de la droite décrit dans 
l’espace une circonférence dont le plan est perpendiculaire 
à ax, dont le centre est fe pied de la perpendiculaire abais- 
sée du point sur ax, et dont le . rayon est cette perpen- 
diculaire. Il est facile de voir, d’après cela,’ qu’en décri- 
vant, du point x comme centre, l’arc m'tn", menant mM 
parallèle à la ligne de terre, et rh*M perpendiculaire à cette 
ligne , le point (m, m') sera rabattu en M. On obtiendrait 
de la même manière le rabattement N de l'autre point de la 
droite. Par conséquent, MN est le rabattement de la droite 
(mn, m'n'). Les points a et b", où MN rencontre la trace 
horizontale du plan et la ligne de terre , sont les rabatte- 
ments des traces horizontale et verticale de la droite. 

Pour avoir ces traces elles-mêmes, il faut replacer le ' 
plan axb' dans sa position primitive, en le faisant tourner 
3e nouveau autour de xa ; le point à" se porte alors en b' 
sur un arc de cercle décrit de x comme centre avec xff 
pour rayon. , % ■ ■ • . - 

Quant au point a qur appartient à l’àxe ax, il reste im- 
mobile. Nous obtenons ainsi, en a et en b’, les traces ho- 
rizontale et verticale de la droite. ' . • 
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PROBLÈME II. 

, t ’ 

Connaissant les deux Iraees d’une droite , trouver ses deux projections. 

* , . A I , • * * . 

I 

Fig. 14. 56. Soient « et ,b' les deux traèes de la droite. La trace 

horizontale a est elle-même sa projection horizontale, et sa 
projection verticale est le pied a' de la perpendiculaire aa' 
abaissée du point a sur la ligne de terre. Semblablement , 
la trace verticale b' de la droite' est elle-même sa projection 
verticale, et sa projection horizontale est au point b, inter- 
section de xy avec la perpendiculaire b'b. Donc a et b, a ' 
et ft' k sont les projections horizontales et verticales de deux 
points de la droite; donc ab, a' b' sont les deux projec- 
tions de cette droite. 

i ‘ “ 

• . * , i 

PROBLÈME XXX. 

Connaissant l« projections de deux pointe, trouver les projections et la vraie 
grandeur de la droite qui joint ces deux points. 

Fig. 25. 37 Soient a et a', b et b'ies projections de deux points 

A et B; il est clair qu’en tirant les droites ab et a’ b', on a 
les projections de la droite AB qui joint dans l’espace les 
deux points. Pour avoir la véritable grandeur de cette 
droite, remarquons d’abord que les droites A a, B b, qui 
joignent les points A et B avec leHrs projections horizon- 
tales a et b, sont verticales, et égales respectivement à aa' 
et (3 1}' (21 , 4°) ; ces verticales forment avec ab et AJJ un 
trapèze dont le plan est vertical et dans lequel les angles en 
a et en b sont droits. Faisons tourner ce trapèze autour de 
ab jusqu’à ce qu’il soit venu se rabattre sur le plan hori- 
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zonfal : les deux côtés verticaux du trapèze auront pour ra- 
battement les droites an, bm perpendiculaires à ab, et res- 
pectivement égales à ma' et fib'. Quant à la droite inconnue 
AB, elle se rabattra suivant mn. 

Cette construction peut être simplifiée ; car si l’on ima- 
gine par le point B une droite BC parallèle k ab, et terminée 
à la Verticale «À, on formera ainsi un triangle rectaugle 
ayant po.ur base BC, pour hauteur la différence des deux 
verticales aA, bB, et pour hypoténuse la distance cherchée 
AB. Il suit de là que si, par le point a, on mène al per- 
pendiculaire à ab et égale à la différence entre aa' et (Bk', 
et qu’ensuite on tire bl, çette droite sera égale k AB. 

Pour indiquer, sur l’épure, que l’on prend ah=ma'— (3k’, 
on mène b'q parallèle k la ligne de terre; on décrit, du 
point q comme centre, l’arc a's ; on mène st perpendicu- 
laire hxy; on mène encorfe at parallèle &.xy; enfin, du 
point a comme centre, on décrit l’arc tl. 

Cette seconde construction peut, k son tour, être nota- 
blement simplifiée. En effet, menons, comme tout k l’heure, 
b'q parallèle à xy; prenons, sur cette droite, qjr=sab, et 
tirons a'p. Cette dernière droite sera encore égale h AB ; 
car le triangle rectangle a’qp est évidemment égal k lab , 
c’est-à-dire égal au triangle ACB dans l'espace. 

Si l’on raisonne, par rapport au plan vertical, comme 
on l’a fait relativement an plan horizontal, on obtiendra 
trois autres solution» du problème. Cela fait donc, en tout, 
six constructions différentes, qui doivent toutes donner le 
même résultat. ... . 

58. Examinons les cas particuliers suivants : 

1° Le premier point est situé dan» l’un des plans .de 
projection ; le second point est quelconque. > . • 
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Si le point A est situé en a dans le plan horizontal, sa 
projection horizontale sera a et sa projection verticale sera 
Fig. 26. en a' sur la ligne de terre. On reconnaît facilement que 
. dans ce cas la vraie grandeur de la droite AB, est l’hypoté- 
nuse d’un triangle rectangle dans lequel les deux côtés de 
l’angle droit sont égaux à ab et b% Pour construire ce 
triangle sur, le plan vertical, on prend /3a' — ba, ce qui se 
fait en menant be parallèle à xy et égale à ab, et.abaissant 
ca " perpendiculaire sur xy. On joint ensuite les points a" 
et b\ et on obtient ainsi la droite a"b r , qui est la vraie dis- 
tance de A à B. 

On peut aussi obtenir la longueur de AB en faisant tour- 
ner autour de 'ab le triangle rectangle àBb, pour le rabattre 
sur le plan horizontal. 

Ce triangle prend alors la position amb, et am est encore 
la vraie distance de A à B. 

» < 

2° L’un des deux points est situé dans le plan horizon- 
tal, l’autre est dans le plan vertical. 

Fig. 27 Soient a et b' les deux points donnés : les projections 
de la droite qui les joint sont ab et a' b'. On voit facilement 
que cette droite est l’hypoténuse d’un triangle rectangle 
dans lequel les côtés de l’angle droit sont ab et bb’, ou 
qu-’elle est l’hypoténuse d’un autre triangle rectangle dans 
lequel les côtés sont aa' et a'b\. Si on fait tourner le pre- 
mier triangle autour de ab pour le rabattre sur le plan ho- 
rizontal, on obtient là droite am pour la vraie longueur de 
la droite qui joint les deux points donnés. Si, au contraire, 
on fait tourner l’autre triangle autour de bb' pour le rabattre 
sur le plan vertical, on obtient b'n pour la vraie grandeur 
de la droite. 
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Comme vérification, les longueurs am et b'n doivent être ’ 
égales. 

3° L’uu des deux points est situé sur la ligne de terre ; 
le second point est quelconque. 

Supposons que le point donné'A soit en a sur la ligné Fig. 28. 
de- terre, et que le point B ait pour projections b et b'. La 
droite AB est l'hypoténuse d’un triangle rectangle qui a 
pour côtés ab et b' (3 , ou bien elle est l'hypoténuse d’un 
triangle rectangle dont les côtés'sont ab' et b(i. En rabat- 
tant le premier de ces triangles sur le plan horizontal ou 
le second sur le plan vertical, on obtient pour la vraie gran- 
deur de AB les droites am et an. 

4° Les deux p.oints A, B sont situés dans le même plan 
de projection, dans le plan horizontal, par exemple. ’ 

La droite qui les joint sur le plan horizontal, est la vé- 
ritable grandeur de la droite AB. 

5° Les deux poiüts sont situés sur une même droite per- 
pendiculaire à l’un des plans de projection , au plan hori- 
zontal , par exemple. 

Dans ce cas, la droite a'b' qui joint les projections ver- Fig. 29. 
ticales a'et b' des deux points, est la véritable grandeur 
de la droite AB. 

PROBLÈME IV. 

Trouver, sur uue droite donnée, un point qui soit à nne distance donnée 
d'un point donné sur cette droite. 

* 

39. Soiçnt cd, c'd', les deux projections de la droite, Fig. 24. 
c c’d’ le plan qui la projette sur le plan vertical. Faisons 
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* tourner ce plan autour de sa trace horizontale cc' pour le 
rabattre sur le plan horizontal : la trace horizontale c de 
la droite, appartenant à l’axe, reste immobile; quant à la 
trace verticalé d\ elle se jabat en d" à l’intersection de la 
ligne de terre et de l’arc décrit du point c' comme centre 
avec t'd' pour -rayon. Le rabattement de la droite donnée 
est. donc cd". Pour avoir le rabattement du point donné, 
dont les projections, sont a, a', on opère comme dans le 
problème III, et l’on trouve A pour ce rabattement. Pre- 
nous maintenant sur la droite, à partir de A, une distance 
AB égaie h la longueur donnée : B sera le rabattement 
du point cherché. Les projections b et b' de ce peint s’ob- 
tiennent, la première en menant par B une parallèle B6 
à xy, la seconde en abaissant B l/' perpendiculaire sur xy, 
et décrivant du point c’, avec c'b" pour rayon , l’arc de 
cercle b"b'. 

La construction précédente comporte deux vérifications. 
D’abord, le point A, intersection de la parallèle aA et 
de la perpendiculaire a" A à xy, doit se trouver sur le 
rabattement cd" de la droite donnée; ensuite les points 
b- et b', obtenus comme nous l’avons indiqué, doivent 
se trouver sur une même perpendiculaire à la ligue de 
terre. 

PROBLÈME V. 

Connaissant les traces de denx plans , construire les projections 
de leur intersection. 

Fig. 30. 40. Soient *a, aa' les traces du premier plan, et (3 b, (3 b' 

les traces du second plan. Il est clair que le point n où se 
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coupent les tracés horizontales, et k point m' où se coupent * 

los traces verticales, appartiennent 4 l’intersection des 
deux plans. Donc la droite qui dans l’espace joint le point 
» au point m', est cette intersection. Le point » étant sur 
le plan horizontal, il est lui-même sa projection horizon- 
tale; quant à sa projection verticale n', on l’obtieut en 
abaissant. m l perpendiculaire sur la ligne de terre. Pareil- 
lement le point ni' est lui-même sa projection verticale, et 
sa projection horizontale, m se trouve en abaissant wi'm 
perpendiculaire à xy. Donc, en tirant les droites mn et m'iï 
on aura les projections de l’intersection des deux plaus. 

41. Nous allons examiner les cas particuliers suivants : 

1° L’un des plans donués est perpendiculaire sur l’un 
des plaus de projection , sur le plan horizontal, par exem- 
ple; l’autre plan ost quelconque. 

Le premier plan axa' étant perpendiculaire au plan ho- Fig. 31. 
rizontal, a sa trace horizontale «a quelconque, et sa trace 
verticale *«' perpendiculaire à xij. L’intersection des deux 
plans a pour projection horizontale la trace horizontale ait 
du premier de ces plans, et pour projection verticale la droite 
m'n', qu’on obtient connue dans le cas général. 

2° Les deux plans donnés sont perpendiculaires à un 
même plan de projection, au plan horizontal, par exemple. 

Soient axa', b(ib' les deux plans donnés, Si leurs traces ^ IG - 32 
horizontales «a, fi b se coupent au poiut n, comme on le 
suppose dans l’épure , l’iuterseetion des deux plaus sera 
une perpendiculaire au plau horizontal, ayant pour projec- 
tion horizontale le pointu, et pour projection verticale la 
droite n'm' perpendiculaire à xij. 

3° L’un des plans est perpendiculaire à la ligue de terre . 
l’autre est quelconque. 
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Fie. 33. Le premier plan étant perpendiculaire à la ligne de terre, 
ses deux tracés b /3 et b'[ 3 sont sur une môme-perpendicu- 
laire à cette droite. Dan6 ce cas., l’intersection des deux 
plans a pour projections les traces de ce plan. 

4° Les deux plans sont perpendiculaires à la lipe de 
terre. • • • 

•• Ils sont par conséquent parallèles , et il n’y a pas lieu à 
chercher leur intersection. 

5° Le premier plan est parallèle à l’un des plans de pro- 
jection, au plan horizontal, par exemple; le second plan 
est quelconque. 

Le premier plan étant parallèle au plan horizontal, a 
Fie. 54. pour trace verticale une droite pq parallèle à xy. L’intersec- 
tion de ce plan avec fe second plan axa’ doit être parallèle 
à la trace horizontale de celui-ci , parce que les intersec- 
tions de deux plans parallèles par un troisième sont paral- 
, lèles. Or, cette intersection a pour trace verticale le point 
m', qui se projette horizontalement en m; elle a donc pour 
projections les droites pq et mn, respectivement parallèles 
à xy et à fla (25). 

6° L’un des plans donnés est parallèle au plan horizon- 
tal; l’autre est perpendiculaire à la ligne de terre. 

Fie. 35. Soient pq et axa’ les deux plans donnés. L’intersection 
de ces deux plans est une parallèle h ax menée par le point 
m' où se coupent les traces verticales des deux plans. Donc 
elle a pour projection verticale le point m' et pour projec- 
tion horizontale la droite ax. 

7° L’un des plans donnés est parallèle à la ligne de terre; 
l’autre est perpendiculaire à cette ligne. 

Fig. 56. Soient ab, a' b' les traces du plan parallèle à la ligne 
de terre ; et soit oxc' le plan perpendiculaire à cette droite. 
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Les traces de ^intersection cherchée sont les points n, n'. 

Cette intersection a donc pour projections an et an'. 

8° L’un des plans est parallèle au plan horizontal, l’autre 
est parallèle à la ligne de terre. 

. Dans ce cas, la construction générale ri’étant pas appli- 
cable , on cherche les intersections des deux plans donnés 
avec un plan auxiliaire, et l’on détermiué le point de ren- 
contre de ces deux droites. Ce point appartiendra nécessai- 
rement à l’intersection des deux plans donnés ; et comme 
cette intersection doit être parallèle à la ligne de terre , elle 
sera cômplétément déterminée. 

Ordinairement , on prend le plan auxiliaire perpendicu- 
laire à la ligne de terre; on le considère alors comme un 
nouveau plan de projection sur lequel on cherche les traces 
des plans donnés; et de cette. manière on est ramené au 
cas général. Cette solutiou est celle que nous allons déve- • ■ 
lopper. % ' _ . » 

Coupons les deux plans donnés par le plan auxiliaire 
mon' perpendiculaire à xij. Cherchons les traces, sur ce Fig. 37. 
plan, des deux plans donnés. Pour cela, observons que le 
point r', où an' est rencontrée par la trace p'q' du plan 
parallèle au plan horizontal, appartient à l’intersection de 
ce premier plan avec le plan auxiliaire , et que cette inter- 
section est parallèle à am. Si donc on fait tourner ce plan 
auxiliaire autour de am pour le rabattre sur le plan hori- * ' 
zontal, le point r' se rabattra en r, à une distante du point 
a égale à a r' ;. et l’intersection du plan auxiliaire avec le 
premier des plans donnés aura pour rabattement la droite 
rs parallèle à am : rs est donc , sur le plan auxiliaire de 
projection, la trace du plan p'q'. Les traces du second 
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plan étant lis droites ab, a'b'-, parallèles à xy, on déter- 
minera de la même manière la trace tnn de ce plan sur le 
plan auxiliaire rabattu en man. L’intersection k des droites 
rs et mn sera donc le rabattement d'un point de l’inter- 
, section des plans donnés. Si le- plan mxn fait un quart de 
révolution autour de xm pour reprendre sa position ver- 
ticale primitive, le pied o delà perpendiculaire ko à xm 
sera la projection horizontale du point qui était rabattu eu 
k. L’intersection des deux plans donnés, déjà projetée ver- 
ticalement eu p'q', aura donc pour projection horizontale la 
droite pq, menée par le point o parallèlement à xy. 

9° Les deux plans sont parallèles à la ligne de terre. 

Dans ce cas, comme dans celui qui précède, l’intersec- 
tion est parallèle à la ligne de terre, et l’on est encore 
obligé de recourir à un plan auxiliaire. 

Fip. 58. Soient (ab, a'b*) et (cd, e'd ') les deux plans donnés; cou- 
pons-les pàr le plan auxiliaire nxm 1 perpendiculaire à xy 
Les intersections des deux premiers plans avec le plan auxi- 
liaire ont poiirtraces les points m, m’ et n, Elles ont 
pour rabattements, sur le plan horizontal, les droites xm et 
m, lesquelles se coupent en «. Par suite, les projections h 
et h! du point o appartiennent aux projections de-l’intersec- 
tion des deux plans; et comme cette intersection doit être 
parallèle à la ligne de terre, les droites pq, p'q', menées 
parallèlement à xy par h et h', sont les deux projections de 
' l’intersection des plans donnés. 

10° Les deux plans donnés ont leurs traces horizontales 
parallèles, et leurs traces verticales non parallèles. 

. Lorsque deux plans sont menés suivant deux droites pa- 
rallèles, leur intersection est parallèle à ces droites; donc 
Fig. 40. l'intersection des deux plans donnés axa', bfib' sera parai- 
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lèle aux traces horizontales ax, l>{3; donc la projection ho- 
rizontale mn de cette intersection est également parallèle à 
ces traces, et sa projection verticale m'n' est parallèle à la 
ligne de terre. 

11° Les traces des deux plans donnés sont respective- 
ment parallèles entre elles, sans être parallèles à la ligne 
de terre. 

Soient les traces ax, a' a. respectivement parallèles aux 
traces ùj3, b'[ 3. 11 est évidenl que les plans donnés sont 
parallèles, et qu’il n’y a pas. lieu de chercher leur inter- 
section. 

42° Les deux plans donnés rencontrent la ligne de terre 
au même point. 

La construction générale étant én défaut, on y supplée, 
comme dans les cas 8° et 9°, en coupant les deux plans 
donnés par un plan auxiliaire , et cherchant les projections 
du point commun aux intersections du plan auxiliaire avec 
les deux plans donnés : ce point appartient évidemment à 
l’intersection cherchée ; et comme le point où ces mêmes 
plans rencontrent la ligne de terre appartient aussi à l’in- 
tersection, il s’ensuit que cette droite sera complètement 
déterminée. 

La construction, qui ne diffère pas essentiellement de 
celle qui a été effectuée fig. 38, est indiquée dans la lig. 41 ; 
et l’on trouve pour intersection des plans axa', bfib', la 
droite projetée suivant xh, ah'. • 

13° L’un des plans donnés est parallèle au plan hori- 
zontal ; l’autre a ses deux traces en ligne droite (après le 
rabattement du plan vertical sur le plan horizontal). 

Soient x'y ' le premier plan, et mxm' le second. Le point Fig 
m', où se coupent les traces verticales des deux plans 



3i ’ TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 

donnés , esl la trace verticale de leur intersection. D'ail- 
leurs, cette droite doit être parallèle à xm (5°) ; donc les 
deux projections de l’intersection sont us parallèle à «m, 
et x r y' parallèle à xy. 

• 14° Chacun des plans donnés a ses deux traces en ligne 
droite. • . . ■ . 

Fig. 43. Soient acta', bxb' les deux plans. Le point m', où se ren- 
contrent à la fois les traces verticales et les traces horizon- 
• taies de ces deux plans, représente la trace verticale et 
la trace. horizontale de l’intersection cherchée. Considéré 
comme trace verticale de l’intersection, ce 'point m' se 
projette horizontalement eu m sur la ligne de terre. Au 
contraire, considéré comme trace horizontale, il a pour pro- 
jection verticale de même point m. Conséquemment , l’in- 
tersection des deux plans donnés a ses deux projections 
confondues suivant la droite m'mn perpendiculaire à xy. 
Cette intersection est donc contenue dans le plan nmm' 
perpendiculaire à la ligne de .terre; elle perce les plans de 
projection, l’un en m, l’autre au point-raèatttt en m\ Con- 
séquemment, elle est inclinée à 45° sur chacun do ces plans. 

15° Chacun des plans donnés a ses deux traces en ligne 
droite; et de plus, ces droites se coupent sur la ligne de 
terre. 

Fig. 44. Tels sont » P ar exemple, les deux plans axa' et b(3b'. Pour 
obtenir leur intersection , on mène un plan auxiliaire cyc' 
parallèle à bfib'. L’intersection de ce plan auxiliaire avec le 
plan axa' est une droite projetée suivant m'm perpendi- 
culaire à xy ; donc l’intersection des deux plans dounés a 
pour ses deux projections la droite pxp' parallèle à m'm, et 
par conséquent perpendiculaire à xy. Cette intersection 
perce la ligne de terre en x ; elle est perpendiculaire à la 
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ligne de terre ; enfin elle est inclinée à 45° sur les plans 
de projection. • 

16° L’un des deux plans'doiiliés est quelconque; l’autre 
passe par la ligtie de terre et par un point donné hors de 
cette ligne,. 

Supposons qu’il s’agisse d’avoir l’intersection du plan 
axa ' , avec le plan assujetti à passer par xy et par le point Fig. 45. 
(ni, m'). Si on coupe les deux plaiis donnés par uh plan 
auxiliaire a'/3a perpendiculaire h xy et passant par le point 
donné (m, m'), et si l’on suppose que ce plan auxiliaire 
tourne autour de xa pour pe rabattre sur le plan horizontal, 
son intersection avec le plan axa' se rabattra suivant aa". 

Quant à l’intersection du plan auxiliaire avec le second des 
plaùs donnés, on observe que cette intersection est la droite 
qui joint le point j3 au point (m, m') ; donc elle a pour ra- 
battement la droite |3r; le pointu, où se coupent les rabat- 
tements des intersections des deux plans donnés avec le • 
plan auxiliaire, est le rabattement d’un point commun aux 
deux plans ; et il n’y a plus qu’à déterminer les projections 
de ce point sur les plans primitifs. 

Or, si l’on abaisse oh perpendiculaire à (3a, et qu’on 
ramène ho en (5 h' sur /3a', les points h, h' seront les pro- 
jections du point o. Donc les projections de l’intersection 
cherchée seront les droites xh, x h'. 

17° L’un des deux plans donnés est parallèlè à la ligne 
de terre ; l’autre passe par la ligne de terre et par un point 
donné. 

Ce cas rentre dans l’un des précédents (9°), et il se ré- Fig. 46. 
sout de la même manière, c’est-à-dire au moyen d’un plan 
auxiliaire, perpendiculaire à la ligne de terré. 

18° L’un des deux plans donnés est parallèle au plan 
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horizontal; l’autre passe par la ligne de terre et par un 
point donné. 

Fig. 47. Supposons que x'y' soit la trace verticale du plan paral- 
lèle au plan horizontal de projection, et qu’on veuille avoir 
l’intersection de ce plan avec celui qui passe par la ligne 
de terre et par le point (m, m'). 11 est clair que cette inter- 
, section est parallèle à la ligne de terre; qu’elle a pour pro- 
jection verticale x'y'; et que, par conséquent, il suffit de 
Construire un point de sa projection horizontale. C’est à 
quoi l’on parviendra au moyen du plan auxiliaire mSrn', 
perpendiculaire à la ligne de terre. On trouve ainsi , pour 
projection horizontale de l'intersection, la droite ao. 

19° L’un des deux plans donnés a ses deux traces en 
ligne droite; l’autre passe par la ligne de terre et par nn 
point donné. 

Fig. 48. Le point où le plan axa' rencontre xy, appartient né- 
cessairement à l’intersection de ce plan et. de celui .qui 
passe par xy et par le point (m, m'). Pour avoir un second 
point de celle intersection, on conduit par (m, m') un pian 
mfSm', perpendiculaire à xy. Ce plan coupe les deux plans 
donnés suivant deux droites qui, en rabattement, sont les 
lignes a' a o 0t (3 ro. Leur point dè concours o est le rabat- 
tement d’un point commun aux deux plans donnés; et comme 
les projections de ce point sont h et h', les droites ah et 
ah' sont les projections de l’intersection demandée. 

PROBLÈME VI. 

ftélermiHer te point tf intersection de trois plans donnés. 

42. Les trois plans donnés, combinés deux à deux, dé- 
terminent, par leurs intersections, trois droites qui doivent 
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passer par le point demandé. On Cherché donc, par le pro- 
blème précédent , les projections de cé$ trois droites ; et 
quand les c onstruet ions Sont faites exactement/ les trois pro- 
jections horizontales passent par un même peint o, qui est la 
projection horizontale flu point cherché O ; lés trois projec- 
tions verticales se coupent aussi en un même point o', qui 
est la projection verticale du point O ; et enfin la droite oo', 
qui passe par les deux’ projections du point O, est perpen- 
diculaire à la ligne de terre. Ces constructions sont repré- 
sentées Sur la figùre 49. 

46. Cas particuliers. 1° Le premier plan est quelconque, 
te second est parallèle à la ligne de terre , et le troisième 
est horizontal. 

Le premier.plan nom' coupe te pian parallèle h ht ligne, Fig. 50. 
do terre, et dont tes traces sont ab 4 a' b', suivant Une dfeité 
qui a pour projections ns 4 rm'. Le. même plafi ridefn' cotfpé 
le plan horizontal x'y' suivant une droite qui a pour pféM 
jeçtions tes 'lignes r/v, x'y * . Lès points o et & oh les pro- 
jections horizontales et verticales do ces deux droites se 
rencontrent, sent tes projections du point demandé. 

Pour que te construction soit faite avec exactitude , H 
faut, comme cela a lieu dans la figure, que tes pfojèetWftS 
horizontale et verticale de l’intestseetion des deux plans 
(abl a'b') et x’y’, passent respectivement par leS deux 
peints o et (f i 

2° Le premier pian est horizontal, te second a ses traces 
en ligne droite , et le troisième passe par te ligne de terré 
et par un point donné. 

J’engage le lecteur à faire l’épure de ce cas particulier’. 

5° Les trois plans ont lenta traces verticales parallèles 

jriMpIMes. , , t 


Digitized by Google 


36 


TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


Dansée eas, les trois plans se coupent deux à deux' sui- 
vant trois droites parallèles anx traces verticales, et, par 
conséquent, parallèles entre elles. Ils pourraient encore se 
couper tous les trois suivant une seule droite, parallèle à 
ces mêmes tracer 

* * 

PROBLÈME VII. 

Trouver le point d’ intersection d’une droite et d’un plan. 

* . « . » * 

44. Les constructions qu’il faut effectuer pour résoudre 
ce problème sont les suivantes : faire passer par la droite 
■ un plan quelconque ; chercher l’intersection de ce plan avec 
le plan donné; et enfin déterminer le point de rencontre de 
cette intersection et de la droite donnée. Ce point est celui 
qui répond à la question. , 

Le plan auxiliaire que l’on fait passer par la droite petit 
avoir une position quelconque; mais la construction étant 
plus simple quand ce plan est perpendiculaire à l’un des 
plans de projection, c’est cette solution que nous allons 
d’abord développer. 

Fig. 51. 45. Soient xa, xa' les traces du plan donné, et bc, 

b'c' les projections de la droite. Prenons pour plan auxi- 
liaire le plan vertical qui projette la droite sur le plan ho- 
rizontal : sa trace horizontale sera bc, et sa trace verticale 
. sera frm' perpendiculaire à xy. Du point a, où les traces hori- 
zontales du plan auxiliaire et du plan donné se rencontrent, 
abaissons ap, perpendiculaire à xy ; menons pm' : cette 
dernière droite sera la projection verticale de l’intersection 
des plans axa' et cbm'. Or, la projection verticale du point 
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cherché doit se trouver sur pm' et sur la projection verti- 
cale Vc’ de la droite donnée; elle est donc en o'. 

Quant h la projection horizontale du même point, elle 
‘ sera évidemment en o, à l’intersection de la projection ho- 
rizontale bç avec, la perpendiculaire menée par le point o' 
à la lipe de terre. ’ 

Remarquons que l’on pourrait construire - directement 
cette projection horizontale o, en coupant le plan axa' par 
le plan b'c'r qui projette la droite (bc, b' ci) sur le plan ver- 
tical. 

• Lorsque les constructions que nous venons d’indiquer 
auront été faites exactement, les deux droites qr, bc et Ja 
perpendiculaire o'o à 'xy, passeront par un même point o. 

46. Nous allons maintenant indiquer les constructions 
qu’il est nécessaire d’effectuer lorsque le plan auxiliaire 
qu’on fait passer par la droite donnée a une position quel- 
conque. Pour 'qu’un plan contienne une droite, il suffit que 
les traces du plan passent par les traces de la droite; on 
commence donc par déterminer les traces c et c' de la droite Fig. 52. 
donnée (bc, b'c')i on les joint ensuite à un point (3 pris à 
volonté sur xy ; et le plan c|3c' renferme la droite donnée. 

On cherche en troisième .lieu l’intersection (hp, h'p') du 
plan c/3c' avec le plan donné axa', et les points o et o', où 
les projections de cette intersection coupent les projections -5^» 
de la droite donnée , sont les deux projections du point de- 
mandé. 

Comme vérification, il faut que la droite oo', qui joint ces 
deux projections, soit perpendiculaire a xy. 

47. Cas particuliers. 1° Le plan donné est •quelconque ; 
la droite est parallèle à la ligne de terre. 
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Fig. 55- Soient aaa' le plan donné, et (bc, b'e’) la droite donnée, 
laquelle est parallèle à la ligue de terre, Pour obtenir le 
point où ja droite perce le plan , coupons celui-ci par le 
plan horizontal b’o', lequel contient évidemment la droite 
donnée- ^'interjection du plan auxiliaire ayee le plan donné 
axa', est parallèle à la trace horizontale de ce dernier plan, 
et ses projections sont ùV et pq parallèle h'ffz, l«e point 
o, où la projection horizontale pq dfi l’intersection poupe la 
projection horizontale bc de la droite donnée, est la projec- 
tion horizontale du point demandé. Quant à sa projection 
verticale , on l’obtient en abaissant du point o une perpen- 
diculaire sur xy, et en la prolongeant jusqu’à sa rencontre 
en o ’ avec la projection verticale b’c' de la droite donnée. 

On peut avoir une vérification en déterminant directe- 
ment la. projection verticale du point cherché. À cet effet, 
nif mène par la droite donnée un plan perpendiculaire au 
plan horizontal; ce plan auxiliaire, qui est parallèle au plan 
vertical, coupe le plan donné axa' suivant une droite (bc, 
ko') parallèle à par'; et le point °\ où la projection verti- 
cale W do cette ligne rencontre b'e', est la projection ver- 
ticale du point demandé, Quand les constructions sont bien 
.faites, les trois droits b'ç\ ko' e t eo'se coupent au même 
point o'. 

JL 2° y plan donné est quelconque ; la droite est horizon- 
tale. 

v 

Fig. 54. Le p[ an donné est axa'; la droite donnée a pour projec- 
tion horizontale mie droite quelconque bc, et pour projection 
verticale b'e' parallèle à Æÿ- 

l.’iiitersection du plan vertical auxiliaire cba' avec le plan 
donné axa' a pour projection verticale la droite pu'; le point 
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o', où pa' rencontre b'e', est la projection verticale- du point 
cherché; sa projection horizontale est en o, à l’intersection ' 
de bc et de la perpendiculaire à xy menée par le point o'. 

En cherchant la projection horizontale ro de l’intersection 
du plan axa' avec le plan qui projette la-droite sur le plan 
vertical, on obtient une vérification tout à fait analogue 
à celle qu’on a obtenue dans le cas particulier précédént. 

3 ° Le plan donné est quelconque ; la droite est perpen- 
diculaire à l’un des plans de projection, au plan horizontal, 
par exemple. . . 

La droite donnée étant verticale, sa projection horizon- 
tale se réduit à un point o, qui est la projection horizontale p K 5g 
du point cherché ; et la projection verticale de cette droite 
est pq perpendiculaire à xy, Pour construire la projection 
verticale dupoint cherché, on mène un plan vertical dca' 
par la projection horizontale 0 de la droite donnée ; ce plan 
reste indéterminé, car sa trace horizontale de n’est as- 
sujettie qu’à passer par le point 0 ; sa trace verticale- ça' 
est perpendiculaire à xy. Si on abaisse dh perpendiculaire 
à xy, la droite ha 1 sera la projection verticale de l’inter- 
section des plans axa' et dca'; et le point 0' de rencontre 
des lignes pq et lia' sera la projection verticale du point 
où la verticale donnée rencontre le plan aa x' . 

Remarque. Le cas particulier que nous venons de traiter 
peut servir à résoudre cette question : Connaissant l’une 
des projections d’un point situé dans un plan donné, trou- 
ver l’autre projection. En effet, on peut. considérer le point 
0 comme la projection horizontale d’un point situé dans 
le plan donné axa', et il est évident que ce dernier point 
doit être l’intersection du plan axa' avec la verticale élevée 
en 0, 
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, .4° La droite donpée est quelconque; le plan est bori- 
•zontal. - 

Fig. 56. La droite (ab, a'b ') rencontre le plan horizontal x'y' en 
un point. (o,o r ), dont là projection verticale est évidemment 
l’intersection de a'b' et de x'y'. Il n’y a donc pas lieu de 
recourir à un plan auxiliaire! 

5° La droite est quelconque ; le plan est parallèle à la 
ligne de terre. 

Fig. 57. On veut avoir l’intersection de la droite {ab, a'b 1 ) avec 
un plan parallèle à xy et dont les traces sont pq, p'q'. On 
conçoit le plan qui projette la droite sur le plan vertical ; 

. ce plan a pour trace verticale a'b' et pour trace horizon- 
tale a's perpendiculaire à xy. L’intersection de ce plan 
avec le plan donné a pour projection verticale a'b' et pour 
projection horizontale la droite st. Le point o, où cette 
ligne st rencontre la projection horizontale ab de la droite 
donnée, est la projection horizontale du- point demandé.' Si 
l’on, veut obtenir directement la projection verticale de ce 
point, on fait passer par la droite donnée le plan qui la 
projette sur le plan horizontal ; on cherche l’intersection de 
ce plan avec le plan donné ; et le point o', où la projection 
yerticale h'r' de cette intersection coupe la projection ver- 
ticale a'b' de la droite donnée, est celui que l’on demande. 
Comme vérification , oo' doit être perpendiculaire à xy. 

6° La droite est horizontale, le plan est parallèle au plan 
vertical de projection. 

Fig. 58. La droite donnée étant' horizontale , a pour projection 
horizontale une droite quelconque ab, et pour projection 
verticale a'b' parallèle à xy ; le plan donné, qui est pa- 
rallèle au plan vertical, n’a qu’une seule trace, laquelle 
est pq parallèle à xy. Il est évident que le point o, où ab 
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et pq se coupent, est la projection horizontale du point où 
la droite perce le plan ; sa projection verticale est o', point 
d’intersection de o h et de a’b'. ' . • ' 

7° Le plan donné èst quelconque ; la droite est dans un 
plan perpendiculaire à la ligne de terre. 

Soient axa' le plan donné , et a|3a' le plan perpendicu- Fie. 59. . 
laire à xy et dans lequel se trouve la droite .donnée. Pour 
que cette droite soit déterminée, il faut que l’on donne les 
projections m, m ' et n, n l (15) de deux de ses points. Cela 
posé , nous allons faire tourner le plan a/3a' autour de sa < 
trace horizontale ai 3 pour le rabattre sur le plan horizon- 
tal, de manière à avoir sur ce dernier plan les rabattements 
de la droite donnée et de l’intersection des deux plans 
axa', a/3a'. . , - t • 

Il est facile de voir que MN est le rabattement de la 
droite donnée , et que l’intersection des plans axa', a(3a\ 
laquelle est l’hypoténuse d’un triangle rectangle dont les 
côtés sonjt à/3 et (3a', a pour rabattement la droite ap. Le 
point o, où se coupent les lignes MN et ap, est le rabatte- 
ment du point d’intersection de la droite et du plan don- 
nés. Pour avoir les projections de ce point, il faut replacer 
le plan a[3a' dans sa position primitive en le faisant tourner 
de nouveau autour de a[ 3, et on obtient ainsi les points h 
et h’, projections du point cherché. 

8° La droite donnée est quelconque ; le plan a ses traces 
en ligne droite. 

Soient ( ab , a'b ') la droite donnée, et cxc' le plan donné. Fig. 60. 
En joignant les traces a et b' de la droite donnée avec un 
point (3 pris arbitrairement sur xy, on obtient un plan à(3b' 
qui renferme la droite. L’intersection de ce plan avec le 
plan donné cac' a pour projections les droites cp et c'p'. 
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Les points o , o', où elles rencontrent respectivement le» 
deux projections ab, a' b' de h droite donnée, sont les deux 
projections du point cherché. . 

La droite oo' doit toujours, comme vérification, être per- 
pendiculaire- à XtJ. 

9° La droite donnée est parallèle à la ligne de terre ; le ' 
plan a ses traces en ligne droite. , , . • , 

Fig. 61. Le plan horizontal a' b', qui projette la droite sur le plan 
vertical, coupe le plan cm' suivant une parallèle à est, la- 
quelle a pour projection verticale it'b', et pour projection 
horizontale la ligne d'h parallèle à ex. Le point o, où c'h 
rencontre la projection horizontale de la droite donnée, est 
la projection horizontale du point cherché. Sa projection 
verticale est en o', à l’intersection de a' b' et de oo" perpen- 
diculaire k xy. 

Pour avoir, une vérification , pn conçoit le plan ab qui 
projette la droite donnée sur le plan horizontal ; ce plan 
coupe le plan cm’ suivant une parallèle à ac', laquelle a 
pour projections ab et c"h' parallèles à etc'. Pour que la 
construction soit faite avec exactitude, il faut que d"W 
passe par le point o' déjà déterminé. 

10“ La droite est dans un plan perpendiculaire à la ligue 
de terre; le plan a ses traces en ligne droite. 

Fig. 62. Soit axa' le plan donné, ot soient (m, m'), (», n') deux 
points de la droite donnée, laquelle est située dans le plan 
mfim' perpendiculaire à xy. Si on fait tourner ce plan 
autour de sa trace horizontale mfi, pour le rabattre sur le 
plan horizontal, on obtient 4LN pour le rabattement de 
cette droite. Quant au rabattement de l’ intersection du plan 
axa' avec le plan mfitin' , comme la portion de cette inter- 
section comprise entre les deux plaus de projection est 
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L’hypotéuuse d’an triangle rectangle isoscèle dont le côté 
est fih' f oh l’obtient en décrivant du point fi comme centre, 
avec fib' pour rayon, l’arc Wh, et menant la droite h'h, Le 
point r, où se coupent les deux rabattements , est le rabat- 
tement du point cherché. Pour obtenir les deux projection 
t> et q' de ce point, il suffit d’opérer comme nous l’avons fait 
plusieurs fois, . 

11° La droite est quelconque; le plan passe par la ligue 
de terre et par un point donné, 

Ôn veut avoir, par exemple, l’intersection de la droite {al), Pic. 63. 
a'b') avec le plan qui passe par xy et par le point [m, m% 

On cherche d’abord les traces a et h' de la droite donnée, 
pu les joint à u» point quelconque * de xy, et on obtient 
un plan aab' dans lequel se trouve la droite. On cherche 
ensuite L’intersection de ce plan avec le plan donné. Pour 
cela, on emploie le plan mfim' perpendiculaire à X(/ et 
passant par le point donné ( m , m'), Ce plan auxiliaire 
poupe le plan a%b' suivant une droite qui a pour rabat- 
tement la ligne c”c\ et ii coupe le plan donné suivant 
une droite rabattue eu fi r. Les deux lignes c"( et jSr se 
rencontrent en un point k dont les deux projections sont o 
et o' ; donc ao et ao ' sont les projections de l'intersection 
du plan donné et du plan axb' conduit par la droite don- 
née. Donc enfin , les points s et s', où ao et «o' coupent 
respectivement les projections ab et a'b' de la droite don- 
née, sont les deux projections du point demandé* 

Comme vérification, la droite ss' doit être perpendicu- 
laire à xy. 

12° La droite est horizontale; le plan passe par lu ligne 
de terre et par un point donné. 

Soit (a b, Q'h') la droite horiiontale dont on veut avoir Fig. 64. 
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l'intersection avec le plan qui passe par xy et par le point 
donné (m, m'). Concevons le plan horizontal a'b' qui pro- 
jette la droite sur le plan vertical , et cherchons son inter- 
section avec le plan donné. Cette intersection est évidem- 
ment parallèle à xtj ; donc il suffit de pouvoir en déterminer 
un point. A cet effet, menons le plan mj3 m’ perpendicu- 
laire à xy et passant par le point (m, m'}; ce plan coupe 
le plan horizontal a’b ' suivant une perpendiculaire au plan 
vertical, projetée en c', et rabattue en <fo; et il coupe le 
plan dontiê suivant une droite rabattue en /3r. Le point 
o, où se coupent les lignes c"o et j3r, est le rabattement 
d’un point de l’intersection des deux plans. Il est facile 
de vojr que ce point a pour projections les points c et c'; de . 
sorte que les droites a'b' et sco, parallèles à xy, sont les 
projections de l’intersection du plan donné avec le plan 
horizontal a'b'. ' * 

Le point s d’intersection des droites sco et ab est la pro- 
jection horizohtale du point cherché ;ba projection verticale 
est en s' à l’intersection de a'b' et de la perpendiculaire 
à xy menée par le point s. 

PROBLÈME VIII. 

Par un point donné , mener une parallèle à une droite donnée. 

Fig. 65. 48. Soient c, c' les projections du point donné, et ab, 

a'b' les projections de la droite donnée. La droite cherchée 
passant par le point donné, les projections de cette ligne 
doivent passer par les projections c, c'Ar point donné; d’ail- 
leurs, les projections de deux droites parallèles sont paral- 
lèles (25). On construira donc les projections de la droite 
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demandée en menant, par les projections c, c' du point 
donné, des parallèles cd, c'd' aux projections ab, a'b' de 
la droite donnée. , 


PROBLÈME XX. 

* 

Connaissant l'une des projections d’une droite située dans un plan donné, 
trouver l’autre projection de cette droite. 

49. Supposons, par exemple, qu’on donne la projection 
horizontale de la droite, et imaginons qu’on élève un plan 
vertical par cette projection : il est clair que l’intersection 
de ce plan avec le plan donné sera la droite dont on veut 
trouver la projection verticale. La question se réduit donç 
à déterminer l’intersection du plan donné avec un plan ver-* 
tical. 

Soieqt cj3c' le plan donné , ab la projection horizon- Fig. 66. 
taie donnée. Le .plan vertical élevé suivant ab a pour trace ( , 

horizontale la droite ab, et pour trace verticale la ligne bb' ’* 
perpendiculaire à xy. Il coupe le plan donné suivant une 
droite qui a pour projections ab, a'b'; donc a'b' est la .* 
projection verticale demandée. 

50. Cas particuliers. 1° Le plan est perpendiculaire au 

plan vertical de projection. • * « 

Alors la projection verticale de la droite se confond avec 
la trace verticale du plan. 

2° Le plan est perpendiculaire à la ligne de terre. • 

Dans ce second cas , la droite dont on donue l’une des 
deux projections, est tout à fait indéterminée. 
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• *T t • . 

VROnàME K. 

Faire passer un plan par (rois points donnés. 

51. Pour résoudre ce problème* on joint deux à deux 
les trois points donnés; on obtient ainsi trois droites qui 
sont tout entières dans le plan cherché. On détermine les 
points où ces trois droites rencontrent les plans de projec- 
tion : on connaît alors trois points de chacune des traces 
du plan. Si les constructions ont été faites exactement, les 
trois points appartenant ù clîâque tra'ce devront être en 
ligne droite, et les deux traces devront se coilper en un 
même point de la ligne de terre; ce qui fournira trois véri- 
fications. 

Dans la pratique, on se contente de conslrüire les pro- 
jections de deux des trois droites , et de chercher une sètllé 
trace de l’une de ces deux droites et les deux traces de 
, l’autre < 

i '-i . ^ 

Fig 67 Soient fl * c projections horizontales des trois poitits 
donnés, et n' t h', c' les projections verticales des mêmes 
. ' points. Les trois droites AB, AC, BC qui, dans l’espace, 

joignent deux à deux les trois points donnés, ont pour pm- 
jections horizontales ab ,- ac, bc-> et pour projections vertt- 
, cales a'b', a'c', b'c'. Ces droites percent le plan horizontal 
aux poiuts m, n, p, et le plan vertical aux points q, r, 
s. Par conséquent, la trace horizontale du plan cherché 
passe par les points m, n, p; la trace verticale passe par 
les points </, r, s; et si la construction a été faite avçc 
exactitude , ces deux traces doivent couper la ligne de terre 
en un même point a. 

52. Cas particuliers. 1° Si l’une des trois droites qui 

/ Vf-- 

* i 

t ' * 
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joignent les points deux à deux est parallèle h l’un des . 
plans de projection, au plan horizontal, par exemple? elle 
n’a pas de trace horizontale; mais, dans ce cas, le plan 
cherché, passant par cette droite horizontale, coupe le plan 
horizontal suivant une parallèle à cette même droite ; d’où 

y 

il résulte que la trace horizontale du plan est parallèle !» la 
projection horizontale de la droite. On a ainsi une nourelle 
vérification, 

2° Quand une des droites est parallèle à la ligne de terre, 
le plan cherché est lui-mênte parallèle à la ligne de terre; , 
par conséquent, ses deux traces doivent être parallèles à la 
ligne de terre. D’ailleurs, elles doivent contenir les traces 
des deux autres droites. ’■ V • 

3° Si les trois droites étaient parallèles à l’nn dés plans 
de projection, au plan horizontal, par exemple, le plan de 
ces droites, qui est celui des trois points donnés, Serait 
horizontal ; sa trace verticale serait donc parallèle à la ligne 
de terre et passerait par les projections verticale* des trois 
points donnés. 

* • » . » , . 

PROBLÈME] MU- . > 

... 

* • 

Faire passer un plan par deux droites qui se eaupent, ou par deux droites 
parallèles. 

». a 

* l % 

53. Ce problème rentre dans celui que nous venons de 
traiter; car si on cherche les. traces des deux droites, qa’on 
joigne les traces horizontales par une droite, et qu’on opère 
de même pour les traces verticales , on aura les deux traces 
du plan demandé. Comme vérification, il faut que ees traces 
se coupent en un même point de la ligne de terre. 
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54. Cas particuliers. l.° Les deux droites données sont 
, parallèles à la ligne de terre. 

Dans, ce cas particulier, la construction générale qui 
vient d’être indiquée est en défaut, mais alors le plan cher- 
ché doit être parallèle à la ligne de terre, et, par consé- 
quent, ses traces doivent être parallèles à cette ligne (18). 

Il suffit donc de trouver un point de chacune de ces traces. 

A cet effet, on prend un point sur l’une des droites et un 
point sur l’autre; on joint ces deux points, et la droite 
qu’on obtient étant tout entière dans le plan cherché, 
ses points- de rencontre avec les deux plans de projection 
déterminent un point de chacune des traces du plan de- 
mandé. . . ' « 

Fig. 69. -Soient donc ab, a'b' les projections de l’une des droites, 
et ci, c'd' les projections de l’autre droite; on prend deux 
points quelconques m et n Sur les projections horizon- 
tales cd et ab ; de ces points on abaisse des perpendicu- 
laires h xy et on les prolonge jusqu’à leur rencontVe en 
m' et n' avec les projections verticales des deux droites 
. données. On obtient ainsi deux points (m, m') et (n, ri'), qui 
appartiennent respectivement aux deux droites données. La 
droite menée par ces deux points est tout entière dans le 
plan demandé; par conséquent, les traces h et v' de cette 
droite appartiennent aux traces de ce plan, qu’on détermine 
en menant par les points h et»' des parallèles hq et v'p à la 
ligne de terre. 

2° Les déux droites données se coupent en uu point a, 
situé sur la ligne de terre. 

La construction générale est encore en défaut; mais le 
plan cherché devant passer par le point a, il suffit de trou- 
ver un autre point de chacune de ses traces; pour cela, on 
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prend un point sur chacune des deux droites données; oh 
les joint par une droite, dont les traces sont les deux points 
cherchés. . La construction, est effectuée dans la figure 70. 

PROBLÈME XXX. 

Par un point donné et par une droite donnée, faire passer un plan. 

55. Le plan cherché devant renfermer le point donné et 
la droite donnée, contiendra la parallèle à cette droite , qni 
serait menée par le point donné. Si donc on mène cette 
parallèle, on sera ramené au problème précédent, c’eSt -à- 
dire, à faire passer un plan par deux droites parallèles. 

Le point donné a pour projections o, o', et la droite Fio. 68. 
donnée est (ab, a'b la parallèle à cette droite, menée par 
le point O, a'pour projections -cd, c'd'; les traces horizon- 
tales des (jeux droites sont a et c, et leurs traces verticales 
sont b' et d ’ ; par conséquent, le plan cherché a pour trace 
horizontale ac, et pour trace verticale b'd'. Comme, vérifi- 
cation, ces deux traces doivent se couper en, un même 
point a de xij. , 

Au lieu de mener, par le point dopné, une parallèle à la 
droite donnée , on pourrait faire passer par ce point une 
droite quelconque , coupant la droite donnée en un point. 

On retomberait ainsi sur le premier cas du problème XI. 

PROBLÈME XXXI. 

Par une droite donnée, faire passer nn plan parallèle à une droite donnée. 

56. On sait que si une droite est parallèle it une droite 
située dans un plan, elle est parallèle à ce plan. Si donc on 

4 * . 
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Fig. 71 . prend un point (o, o') sur la première droite (cd, c'd') ; que 
par ce point on mène une parallèle (pq, p'q ') à la seconde 
droite (ab, a'b')} et qu’on fasse passer un plan q'rti par 
la première droite et par la parallèle à la seconde, ou aura 
le plan demandé. 

57. Cas particulier. La première droite est quelconque ; 
la seconde est parallèle à la ligne de terre. 

Il est clair que , dans ce cas , le plan cherché doit être 
parallèle à la ligne de terre ; donc ses traces sont parallèles 
è cette ligne. Et comme ces traces passent par celles de la 
droite donnée , elles sont complètement déterminées. 

PROBLÈME XIV. 

Par an point donné , mener un plan parallèle à deux droites données. < 

58. Si par te point donné on mène des parallèles aux 
deux droites données , on aura deux droites qui seront tout 
entières dans le plan cherché , et dont les traces suffiront 
pour déterminer les traces de ce plan. 

L’épure est la même que celle du problème XUI. 

• PROBLÈME XV. 

Mener, pur un point donné , une droite qui rencontre deux droites données. 

59. Faisons passer deux plans, l’un par le point donné 
et la première droite , l’autre par le point donné et la se- 
conde droite; construisons ensuite l’intersection de ces 
deux plans. Cette intersection est une droite qui passe par 
le point donné ét qui rencontre les deux droites données; 
elle est donc la droite demandée. 

* 7; 
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Soient o et o' les projections du point donné * et soient Fio. 72 
ab et n'b', cdet c'd' celles des deux droites. Si on effectue 
les constructions qui viennent d’être indiquées, on trouve que 
les traces du plan qui passe par le point (o, o'\ et par la 
droite (<ab, a' b'), sont pa et aq'; que les traces du plan qui 
passe par le point (o, o') et par la droite (cd, e'd'), sont 
s(3 et j3r' ; et que l’hitersection des deux plans a pour pro- 
jections kh et k'h'. Cette intersection doit satisfaire aux 
trois conditions suivantes : 1° elle doit passer an point 
donné; te qui exige que ses projections kh, k'h' passent 
respectivement par les projections o, o' du point; 2° elle 
doit rencontrer la première droite donnée (ab, a'b'); ce 
qui exige que les points i et où se çoupent les projec* 
lions horizontales et les projections verticales de ces deux 
droites, se trouvent' sur une même perpendiculaire U' à . 
xrj ; 3° elle doit pareillement rencontrer la seconde droite 
donnée; et il faut pour cela que les points de rencontre v 
et v ' des projections horizontales kh, cd et des projec- 
tions Verticales k'h’, c'd' soient sur une même perpendicu- 
laire vv' à xij. 

60. Cas particulier. J’engage le lecteur à traiter le cas 
particulier suivant : mener, par un point donné, une droite 
qui rencontre une droite parallèle au plan horizontal, et une 

droite parallèle à la ligne de terre. « , • • 

PROBLÈME XVI. \ 

Par un point donné, mener un plan parallèle à un plan donné. 

61. Prenons, dans le plan donné, une droite quelconque, 
et menons par le point donné une parallèle à cette droite. 

Cette parallèle devra être tout entière dans le plan cher- 
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- , ché; par suite, ses. traces détermineront un point de cha- 
cune des traces de ce plan; et comme ces dernières traces 
doivent être parallèles à celles du plan donné, elles seront 
complètement déterminées. 

Fig. 73. Soient (o, o') le point donné, et aoa' le plan donné. On 
prend à volonté un point » sur la trace horizontale aa de 
ce plan, et un point m' sur sa trace verticale aa'; on con- 
struit les projections mn, m'n' d’une droite ayant pour 
traces les points n, m' (problème II) : cette droite est située 
daus le plan aaa\. Par les projections o et o’ du point 
donné, on mène bc, b'c' respectivement parallèles à mn, 
m!n', et l’on a ainsi les projections d’une droite située 
dans le plan cherché. En construisant les traces c, b' de 
cette droite et en menant par ces traces des droites cjâ, 
b' j3 respectivement parallèles à aa , aa', on- a les traces 
du plau demandé. Si le plan donné n’est pas parallèle à 
la ligne de terre, ce qu'on suppose ici, les deux traces 
e/3, b'j 3 doivent concourir en un mêmè point /3 de cette 
ligne. . . * 

62. La construction que nous venons d’indiquer peut 
être simplifiée , quand le plan donné n’est pas parallèle à 
la ligne de terre. En effet , au lieu de mener par le point 
Fig. 74. (o,;o') nnc parallèle à une droite quelconque située dans le 
plan donné axa', menons par ce point une parallèle à la 
' trace horizontale ax de ce plan. La projection horizontale de 
cette parallèle est la droite od parallèle à aa, et sa pro- 
jection verticale est e'd' parallèle à xy. La trace verticale 
d ' de la droite (od , o'd ') est un point de la trace verticale 
du plan cherché; on obtient done les deux traces de ce plan 
en menant par d' la parallèle b'j 3 à aa', et menant ensuite 
( 3b parallèle à aa. . . ... 
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83. Cas particuliers. 4° Le plan (Ion né -est parallèle à • « , 
l’un des plans de projection, au plan horizontal, par exemple. 

Le plan cherché doit être horizontal; donc il n’a pas de 
trace hbrizontale ; et sa trace verticale e'd' s'obtient en me- Fig. 75. 
nant , par la projection o' du point donné , une parallèle 


à xy. 


2° Le plan donné est parallèle à la ligne de terre. 

Soient o, <f les deux projections du point donné, et ab, Fig. 76. 
a'b' les deux traces du plan donné. En appliquant la con- 
struction générale, on trouve que les traces du plan cherché 
sont qh et p'k' parallèles h xy. 

3° Le plan donné a ses traces eu ligne droite. 

Soient (o, o') le point donné, et axa' le plan donné. Si Fig. 77. 
on mène par (o, o') une parallèle à la trace horizontale ax 
du plan axa’, cette parallèle aura pour projection horizon- 
tale oc parallèle à ax, et pour projection verticale o'c d’où 

il suit que la parallèle c'fid à a'xa, détermine le plan de- 
, « 
mandé. Si l’on veut avoir une vérification, on peut chercher 

directement un point de la trace horizontale, comme on en 
a trodvé un de la trace verticale ; c’est-à-dire qu’on mènera 
par le point donné une parallèle à xa', laquelle a pour pro- 
jections od et o'<T, et qu’on déterminera la trace horizontale 
d de cette parallèle. Le point d appartient à la trace hori- 
zontale du plan cherché ; et, comme vérification , il doit se ( 
trouver sur la droite c'j3d. 

4° Le plan donné passe par la ligne de terre et par un 
point donné. 

Supposons que, par le point donné (o, o'), on veuille Fig. 78. 
conduire un plan parallèle à celui qui passe par xy et par 
le point donné (m., m'). • 

Le plan donné contenant la ligne de terre xy, il est clair 



i 
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que le plan cherché est parallèle à xy, et que par consé- 
quent il a ses traces parallèles à cette droite. Il suffit- donc 
de trouver un point de chacune des traces de ce plan pour 
qu’il soit entièrement déterminé. A cet effet, on prend un 
point quelconque « de xy, on le joint au point (m, m'), èt 
on obtient une droite (xin, son'), située dans le plan donné. 
Donc la parallèle (oc, o'c ') à cette droite, menée par Je point 
(o, o'), est tout entière dans lè plan cherché, Doué les traces 
de ce plan sont les droites hp, vq menées parallèlement à 
xy par les traces h, v de la droite (oc, o'c')- 
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CHAPITRE III. 

v 

Droite* et plan* perpendiculaires. 


PROBLÈME! XVII. ' 

Abaisser, d’an point donné, une perpendiculaire sur un pian donné ( et 
déterminer ensuite le pied et la véritable grandeur de eette perpendi- 
culaire. . . 

64. Soient o, o' les deux projections du point donné, et Pic. 79. 
axa' le plan donné. Comme les projections d’une droite 
perpendiculaire sur un plan sont respectivement perpendi- 
culaires aux traces de ce plan (28), on obtiendra les pro- 
jections de la droite demandée , en menant, par les points 

o, ô', des perpendiculaires or, o'r' aux traces ax, xa' du plan 
donné. Pour déterminer les projections p, p' du pied de la 
perpendiculaire, on cherche le point P de rencontre de la 
perpendiculaire OP avec le plan axa’. Enfin on trouve faci- 
lement (57) la vraie grandeur o's ' de la distance entre lé 
point donné (o, o') et le pied (p, p') de cette perpendicu- 
laire. 

65. Cas particuliers. 1° Le plan donné est parallèle 
à l’un des plans de projection, au plan horizontal, par 
exemple. 

Soient (o, o/) le point donné, et a'b' la trace verticale Fig. 80. 
du plan donné. Comme ce plan est horizontal , la perpen- 
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dici^laire demandée est verticale ; donc elle a pour pro- . 
jection horizontale le point o, et pour projection verticale 
la droite o'p' perpendiculaire à xy. De plifs, comme elle 
est parallèle au plan vertical, elle se projette sur ce plan 
en vraie grandeur. 

2° Le plan donné est parallèle à la ligne de terre. 

Fig. 81. Soient (o, o' ) le point donné, etûb, a'b' les trhces du 
plan parallèle à xy. Les projections de la perpendiculaire 
demandée seront évidemment. confondues suivant la droite 
oo' perpendiculaire à xy. Pour déterminer le pied et la 
vraie grandeur de la perpendiculaire , on fait passer par 
(o, o') le plan mBrri' perpendiculaire à xy : ce plan sera 
perpendiculaire au plan donné. Si donc on cherche, l'inter- 
section de ces deux plans, et que du point (o, o') ôn abaisse 
. une perpendiculaire sur cette intersection, on aura la droite 

cherchée. 

Pour effectuer ces constructions, on rabat le plan mj3 m' 
sur le plan horizontal , comme fêla est indiqué sur la fi- 
gure. On obtient facilement ainsi les points p et p', pro- 
jections du pied de la perpendiculaire, et la droite rs, la- 
quelle est la vraie grandeur de cette ligne. 

. . 5° Le plan donné.est perpendiculaire à l’un d.es plans de 

projection , par exemple, au plan horizontal. 

Fio. 82. Soient (o, o' ) le point donné, et axa' le plan donné. On 
ahaisse, des points o, o', les perpendiculaires op, o'p' sur 
les traces ax, aa' du plan donné, et -on obtient ainsi les 
deux projections de la droite Cherchée. ,Le pied de cette 
droite est évidemment projeté en p sur le plan horizontal: 
doue il a pour projection verticale le point p'. Quant à 
la vrâie grandeur de la perpendiculaire, elle est égale à 
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la projection horizontale op, attendu que cette perpendicu- 
laire (op, o'p') est horizontale. .... 

4° Le plan donné est perpendiculaire h la ligne de terre. • 

i B *-'* V 

Les parallèles op, o'p' menées à la ligne de terre par Fjg. 83. 
les projections o, o' du point donné, sont évidemment les 
deux projections de la perpendiculaire demandée. Les 
points p, p', où ces parallèles coupent les trace» ax, xa' 
du plan donné, sont les projections du point où elle perce 
le plan. Enfin, la perpendiculaire est représentée, en vraie 
grandeur, par Tune quelconque op ou o'p' de ses pro- 
jections , puisqu’elle est parallèle aux deux plans de pro- 
jection. 

5® Le plan doimé a ses traces en ligne droite. 

La méthode .générale est applicable. Elle donne lieu à - 
l’épùre 84 , dans laquelle on a construit directement les 
projections p et p' du pied de La perpendiculaire abaissée 
du point (o, o') sur le plan axa'. La vraie grandeur de 
cette droite est p'k r . r 

6® Le plan donné passe par la ligne de terre et par un 
point donné. . . 

Soit (o, o') le point donné; et supposons qu’on veuille Fig. 85. 
abaisser de ce point une perpendiculaire- sur le plan qui • 
passe par xif et par le point .11 est clair que la 

droite cherchée sera contenue daBS le plan o|3o' perpendi- 
culaire à la ligne de terre, et que l’on obtiendra les pro- 
jections p, p' du pied de cette droite, au moyen d’un ra- 
battement. La construction, qui rentre dans celle du cas 
(2°.), est effectuée fig. 85. - - , ’ " 

La vraie grandeur de la perpendiculaire est d’ailleurs re- 
présentée par la ligne OP. ‘ • • 
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PROBLÈME mn, 

un point donné, an plan perpendiculaire à une droite donnée. 

Fig. 86. 66. Soient o, o' les projections du point dominé, et ab, 

a'b' les projections de la droite donnée. D’un point quel- 
conque « de la ligne de terre , abaissons des perpendicu- 
laires xm, xm' sur les projections de la droite : cès per- 
pendiculaires sont les traces d’un plan mxm' perpendicu- 
laire à cette droite. Si donc nous faisons passer par le 
point donné (o, o), un plan bfib' parallèle à mxm', ce plan 
sera le plan demandé. 

67 . Remarque. En menant, par le point donné, une 
." parallèle à la trace horizontale du plan cherché , é’est-à- 

dire une horizontale perpendiculaire à la droite donnée. On 
aura une droite située dans ce plan. Si donc on détermine 
la trace verticale v' de cette parallèlè, on n'aura pas be- 
soin de construire le plan auxiliaire mxm'. 

68. Qas particuliers. 1° La droite ést parallèle à l’un des 
plans de projection , au plan horizontal , par exemple. 

Fig. 87. Soient ( 0 , 0 ') le point donné, et ab, a'b' les deux pro- 
jections de la droite donnée. Cette droite étant supposée 
horizontale., Le plan cherché sera vertical; donc sa trace 
horizontale passera par la projection horizontale 0 du point 
donné. D’ailleurs, les deux traces doivent être respective- 
• ment perpendiculaires aux deux projections de la droite j 
elles sont donc complètement déterminées. 

2° La droite donnée est.perpendiculaire h l’uu des plans 
de projection, au plan horizontal, pâr exemple. 

Soient ( 0 , 0 ') le point donné, a la projection horizontale, 
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et a’b' la projection verticale de là droite donnée. Le plan 
horizontal de projection et le plan cherché sont parallèles, 
comme étant tous les deux perpendiculaires à la droite 
donnée. On obtient donc la trace verticale du plan cherché, 
et par suite ce plan lui-même, eu menant par la projection 
verticale o' du point donrié t pq parallèle à xy. . . . 

3° La droité donnée est située dans un plan perpendi- 
cujaire à la ligne de terre. 

Soient (o, o') le point donné, tlcxc le plan perpeudi- Fig. 89. 
culaire à la ligne de terre, daus lequel se trouve la droite 
donnée. Pour que cette droite soit déterminée, il faut que 
l’on connaisse les projections m, ni et n, n de deux de ses 
points. Le plan cherché devant être perpendiculaire à la 
droite (nui, m'ri), il s’ensuit que les traces de ceplan sont 
parallèles à la ligne de terre. Donc le plan cherché est luir 
même parallèle à la ligne de terre. C’est ce que l’on peut 
reconnaître d’une autre manière, en imaginant* par le point 
(o, o), une perpendiculaire au plan cm. Cette perpendi- 
culaire, dont les projections oc, oc sont perpendiculaires 
à cc, sera parallèle à xy ; d’ailleurs, elle est contenue tout 
entière dans lé-plan cherché : ce plan est donc parallèle à 
la ligue.de terre. 

Pour achever de le déterminer, il suffit de trouver un 
point de sa trace horizontale et un point de sa trace ver- 
ticale. A cet effet, menons, par le pied (c, c')de la droite 
(oc, o'c), une perpendiculaire à la droite donnée : cette 
nouvelle perpendiculaire sera encore située dans le plan 
cherché, et ses traces appartiendront aujc traces de ce 
plan. Mais, comme cette droite a ses projections confon- 
dues suivant cm, il faut, pour la déterminer, recourir à 
un rabattement. 
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. Supposons donc que nous, fassions tourner le plau cm 
autour de sa trace horizontale ex, jusqu'à ce qu’il vienne 
se confondre avec le plan horizontal de projéction. Nous 
obtiendrons, parla construction ordinaire, les rabattements 
. MN et C de la droite donnée et du point ( c,c '). Abaissons 
CP perpendiculaire à MN et prolongeons cette droite jus- 
qu’à ce qu’elle coupe %y en Y et oac' en II ; les points' Y ' 
et H seront les rabattements des points où la perpendicu- 
laire abaissée du point (c, c') sur(mn, m'n) .perce les plans 
de projection. Si donc nous ramenons V en v, et que par 
les points H et v nous menions Prêt S* parallèles à la 
ligne de terre, ces deux droites seront les traces du plan 
cherché. 

• 4° La droite donnée est perpendiculaire à la ligne de 

terre. * 

Ce cas rentre dans le précédent. Les constructions sont 
effectuées dans la figure 90. , . 

v V „ ' , 

• ' ’ ... # 

PROBLÈME ZXX. 

Construire la plus courte distance d'un point donné à une droite donnée. 

Fig. 91. 69. Par le point donné 0, dont les projections sont o, 

o', on mène un plan bfib' perpendiculaire à la droite donnée 
(ab, a‘b‘)'; on détermine les projections p, p' du point 

P où la droite donnée perce le plan; la droite OP, pro- 
» \ • 

jetée suivant àp., o'p', sera perpendiculaire à la droite don- 
née; donc elle sera la plus courte distance du point (o, o') 
à (ab, a' b’). Il ne s’agira plus, pour résoudre complète- 
ment le problème proposé, que de construire la vraie gran- 
deur dé la droite ( op , o’p'). Pour plus de clarté dans 
i l’épure, on a omis cette dernière construction. . ' 
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70. Cas particuliers. 1° La droite donnée est parallèle 
à l’un des plans de projection,' au plan horizontal, par 
exemple. , 

Lorsque deux droites sont perpendiculaires entre elles,' 

Jeurs projections, fartes sur un plan parallèle à Tune de ces 
droites, sont perpendiculaires entre elles. Conséquemment, 
la perpendiculaire abaissée du point donné (o, o') sur la Fig. 92. 
droite donnée (ab, a'b'), aura pour projection horizontale 
la droite op, menée par le point o, perpendiculairement à ab. 
D’ailleurs, le point projeté en p a pour projection verticale 
p' ; donc o'p' est la projection verticale de la perpendiculaire 
demandée. 

2i’ La droite donnée est parallèle h la ligne de terre. 

D’après lë théorème que nous venons de rappeler, les 
deux p^ijections de la. droite cherchée doivent être per- 
pendiculaires aux deux projections de la droite (ab, a'b'). Fig. 93. 
Elles sont donc les segments op, o'p' de la droite indéfinie oo'. 

3° La droite donnée est dans un plan perpendiculaire 
à la ligne de terre. ■ 

Oh mène, par le point (o, o'), un plan perpendiculaire h la 
droite (nui, m'n') (problème XVIII, cas 5°) : le point P, Fig. 89. 
projeté en p, p', où cette droite perce le plan, est le pied 
de la perpendiculaire cherchée. • 

Cette perpendiculaire a donc pour projections op, o'p'. 

4° La droite donnée est perpendiculaire à la ligne de terre, 

Ce cas rentre dans le précédent. (Voyez problème XV III, 
cas 4°.) . . . 
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PROBLÈME XX. ... 

I 

Par une droite donnée, faire passer an plan perpendiculaire à un plan donné. 

71. Si, d’un poifit quelconque de la droite donnée, on 
mène une perpendiculaire au plan donné, cette perpendi- 
culaire et la droite donnée seront dans le pldn chérché. La 
question est donc ramenée au problème XI. 

• PROBLÈME XXI. 

Par un point donné , mener un plan perpendiculaire à deux plans donnés. 

72. Pour résoudre ce problème, il faut d’abord chercher 
l’intersection des deux plans donnés , puis mener, par le 
point donné, un plan perpendiculaire à cette intersection. 
Ce plan sera le plan demandé. 

• • i <* 

PROBLÈME XXII. 

I • 

Construire la plus courte distance entre deux droites données , 
mon situées dans un même plan. 

73. On sait que, pour déterminer la plus courte distance 
entre deux droites AB, CD, non situées dans un même 
plan, il faut ; 1° mener par AB un plan parallèle à CD; 
2® abaisser d’un point quelconque C de CD une perpendi- 
culaire CP sur ce plan ; 3° mener, par le pied P de cette 
perpendiculaire , une parallèle PQ à CD ; 4° par le point 
Q, où cette parallèle rencontre AB, mener une droite QS, 
parallèle à CP. Cette ligne QS, qui rencontre CD en un 
poiut S, est la plus courte distauce demandée. Appliquons 
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la méthode dés projections à la solution que' nous venons 
de rappeler, • 

Soient ab, a'b' les projections de la droite AB, et cd, c’d' Fig. 137. 
celles de la droite CD. Afin de faire passer par AB un plan 
parallèle à CD, prenons sur AB un point (o, o ') quelconque, 
et, pâr ce point, menons (oh, o'h') parallèle à CD. Les tra- 
ces h, k' de cette parallèle, et les traces a, b' de la droite 
AB, déterminent les traces k'b'a du plan cherché. Nous 
devons maintenant, d’un point quelconque de CD, abaisser 
une perpendiculaire sur ce plan ; mais, afin de simplifier 
les constructions, menons cette droite par le point (c, c’), 
où CD perce le plan horizontal. Elle a pour projections les 
droites cp, c'p', respectivement perpendiculaires aux traces 
a%, le '«du plan ««/:', -et elle perce ce plan au point P, pro- 
jeté en p, p’. Actuellement, menons par ce point une pa- 
rallèle (pq, p ’q ') 'à la droite CD, et construisons le point - 
( q , q') } où cette parallèle rencontre la ligne AB. Enfin, ti- 
rons qs parallèle à pc, et q's' parallèle à p'c' : les droites 
qs,q's' seront les projections de la plus courte distance 
demandée, laquelle aura pour vraie grandeur, s'r'. 

Quand les constructions ont été faites avec exactitude, 
les droites pp ', qq' et ss' sont perpendiculaires à xy. 

74. Remarque. On peut observer que la recherche de la 
plus courte distance entre deux droites AB, CD, ou de la 
commune perpendiculaire à ces deux droites, peut être ré- 
duite à ces deux parties principales : 1° Mener Un plan P, 
parallèle à AB et à CD ; 2° mener une droite perpendiculaire 
à P, et qui rencontre AB et CD; 

Cette considération sert à simplifier la construction > 
dans quelques cas particuliers, comme on va le voir. 

75. Cas particuliers. l°Les deux droites sont horizontales. 
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Fig. 135. Soient ab, cd, les -projections horizontales des deux 
droites, et soient a' b', c'd' leurs projections verticales, 
lesquelles sont parallèles à la ligne de terre. Puisque les 
droites AB, CO, sont parallèles au plan horizontal de pro- 
jection, la plus courte distance sera, d’après la remarque 
précédente , une droite verticale, il ne s’agit , plus que de 
mener une verticale qui rencontre les deux droites don- 
nées. Il est évident que cette droite a pour projection ho- 
rizontale le point e, où sé coupent les projections horizon- 
tales des droites données, et qu’elle asa projection verticale 
perpendiculaire à la ligne de terre. Donc la plus courte 
distance cherchée est la droite projetée en e et e'é' . De 
plus, e'é!. est sa vraie grandeur. 

2° L’une des droites est verticale ; l’autre est quel- 
conque. 

Fig. 134. La droite AB étant verticale, le plan P sera vertical, et il 
aura sa trace horizontale parallèle à cd. Par suite, la plus 
courte distance cherchée aura sa projection horizontale 
perpendiculaire à e d, et sa projection verticale parallèle à 
la ligne de terre. Si donc du point q, projection horizontale 
de AB, nous abaissons ap perpendiculaire sur cd, cette 
perpendiculaire sera la projection horizontale de la droite 
cherchée. Cette droite rencontre CD en un point projeté 
horizontalement en p, et dont la projection verticale doit se 
trouver en p' sur c'd'. Si donc, par ce point p', on mène 
p'q' parallèle à la ligne de terre, cette parallèle, terminée 
en q' à sa rencontre avec a' b', sera la projection ver- 
ticale de la plus courte distance, laquelle a pour longueur 


ap. 

3° L’une des droites est quelconque ; l’autre est la ligne 
de terre. 
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Ce cas particulier se ramèné h celui qui précède, au 
. moyen d’«n plan de profil mom', perpendiculaire à xy. Etr Fig. 138. 
effet, snr ce nouveau plan de projection, la droite \ab, a'b') 
êst projetée en mm", et laphis courte distance à pour pro- 
jection oP, perpendiculaire à mm". If ne reste plus qu’à 
revenir du rabattement aux positions primitives, et l’on 
trouve qs, q's pour projections de la plus courte distance, 
laquelle est égale à oP. 
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CHAPITRE IV. 

AHlM fermé* pur de* droite* et dee fine. 


PROBLÈME XXIII 

«. ’ 

. Trouver les angles que fait une droite avec les plans de projection. 

76. L’inclinaison d’une droite et d’un plan est mesurée 
par l’angle que fait la droite avec sa projection sur le plan ; 
par conséquent,, pour connaître l’angle que forme la droite 

Fio. 94. donnée ( ab , a'b'). avec le plan horizontal, il faut déterminer 
celui qu’elle fait avec sa projection horizontale ab. A cet 
effet, on cherche les traces a et h' de la droite donnée, puis 
on-fait tourner le triangle abb' autour de ab, pour le rabattre 
sur le plan horizontal. De cette manière, la droite qui joint 
dans l’espace les points a et b' se rabat en ap ; et, par suite, 
l’angle cherché est bap. 

On peut aussi l’obtenir en faisant tourner le triangle 
rectangle abb' autour de bb' pour le rabattre sur le plan 
vertical. On obtient ainsi p'b' poûr rabattement de la droite* 
(ab, ab'), et bp'b' pour l’angle cherché. 

L’inclinaison de la droite et du plan vertical se construit 
de même, soit par un rabattement sur le plan vertical, soit 
par un rabattement sur le plan horizontal. La première 
construction donne, pour l’angle cherché, a'b'q'; l’autre 
douue aqa'. 

77. Cas particuliers. 1° La droite donnée est parallèle à 
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l’un dès plans de projection, au plan horizontal, par 
exemple. , • • 

La droite ( ab , a'V), étant horizontale, fait, avec le plan Fig. 95. 
horizontal de projection, un angle nul -, et elle fait, ave'c le 
plan vertical t un angle projeté, en vraie grandeur, sui- 
vant' bay. ' .. ... . 

% 9 La droite donnée rencontré la ligne de terre xy. 

Supposons que la droite donnée rencontre la ligne de 
terre au ptiint a, et soient ax, xa' «es deux projections, Fio. 96. 
Four avoir les angles qu’elle fait avec les plans de projeè- 
tion, prenons, sur cette droite, un point quelconque M, 
projeté en r », considérons les deux triangles ree- 

tangles aMm,. aMm\ L’angle Mont' du premier mesure 
l’inclinaison de la droite aM sur le plan horizontal,* tan- 
dis que l’angle Main' est celui que fait cette droite avec le 
plan vertical; Dans chacun des deux triangles, on connaît 
lès deux côtés de l’angle dfoit, savoir : «m et mM— m'm" 
pour le premier, et m'M= mm” pour le second. Par 
conséquent, sf on rabat le triangle ?Mm en hxin sur le 
plan horizontal, en lé faisant tourner autour' de «m', et si 
on Tàbat également le triangle «Mm' en v'M sur le plan 
vertical, en le faisant tourner autour dé <m\ on obtiendra 
les deux angles demandés hom e! v'am'. 

' 3° La droite donnée est située dans un plan perpeudi- : 
eulaire h la ligne de terre; • * - ■ .' 

Soient (m, m’) et (n, n') deux points de la droite donnée, Fie, 97. 
que l’on suppose située dans lé plan mxm' perpendiculaire 
h xy. On cherche les traces h, v' de cette droite,' et l’on 
reconnaît facilement' que les aligtes qu’elle forme avec les 
plans de projection sont les deux angles aigus du triangle 
rectangle hav dont les deux côtés de l'angle droit sont <xh, 
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ea>!\ On fait tourner ’ce triangle- autour de hx pour le ra- 
battre en hav' sur le plan horizontal, et on obtient ainsi, 

■ , • pour 1 les angles demandés , vhx et hva. . * • 

", , » , 

PROBLÈME ' XXIV. 

, • » t . • ‘ '» . , 

• • 

Construite les angles que forme un plan avee les plans de projection. 

Fig. 98. TO,- Soit üaa’ le plan donné. Pour construire l’angle qu’il 
v • forme avec lé plan horizontal, oi) prend’ un point quelconque 
m de sa trace horizontale xa, et, en ce point, on mène un 
. ■ plan. m(3m' perpendiculaire à au : ee plan coupe le plan 
donné et le. plan horizontal suivant deux droites qui font 
entre’ elles l'angle cherché. 

Le plan m/3m', mené perpendiculairement à «a, est ver- 
tical; donc sa trace verticale /3m' est perpendiculaire à xy. 
Sa trace horizontale (3 m est perpendiculaire à ax-, et comme 
ce plan çoupe le plafn donné suivant )a droite- qui joint dans 
l’espace les points m et m', il s^ensuit que l’angle formé par 
cette droite avec /3m mesure l’inclinaison du plan donné sur 
le plan horizontal. v -, 

Nous retombons donc sur le problème précédent ; et nous 
trouvons, pour l’angle cherché, soit /3mn, soit /3 m'. 

Pour construire l’angle formé par le plan donné avec le 
• plàu vertical, on procède de la même manière. On mène 
un plan m'èa perpendiculaire à xa'. Ce plan coupe le plan 
" douné suivant la droite qui, dans l’espacé, unit les points 
a et m'. Par conséquent, l’angle que fait cette dernière 
droite avec m'à est l’angle demandé. Cet angle est rabattu 
sur le plan horizontal en et sur le plan vertical en s'm'â, 

79, .Cas particuliers. 1° Le plan donné est parallèle à 
U ligne de tèrre, . . 
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Soient pq, p'q' les deux traces du plau donné. Si, en Fig. 99. 
un point quelconque, a de la ligne de terre, on mène un 
plan mcon' perpendiculaire à cette -ligne , ce plan coupe 
les deux plans de projection et le plan donné suivant les 
trois côtés d’un triangle rectangle dans lequel les deux 
angles aigus sont précisément les angles que fait le plan 
donné avec les -deux plans de projection. Si doue on rabat 
ce triangle en Mac sur le plan horizontal , ou obtient orne . 
et bon pour les deux angles cherchés-, 

2° Le plan donné a ses deux traces en lignes droite. ' . 

Supposons que axa' soit lè plan donné, et qu’on veuille Fig. 100. 
déterminer l’angle formé pa'r ce plan avec le plan hori- 
zontal. En employant, ctomrae dans le cas général, un plau 
quelconque mj3m' perpendiculaire à oa, on obtient l’angle 
pmh, qui mesure rinclinajson cherchée. 

Remarque. Si on voùlait détèrminerTinclinaison du plan 
donné sur le plan vertical, on trouverait encore, évidemment, 
l’angle (imh. C’est-à-dire que le plan donné est également . 

incliné sur les deux plans de projection. C’est ce qu’il est 
facile de reconnaître à priori: ■ % 

3° Le plan donné passe par la ligne de terre et par un 
point donné (m, m'). Fig. 101. 

- Ce cas rentre dans celui que nous avons considéré ci- 
dessus (1?). ' . 

problème: xxv. ' 

Construire l’ongle formé dans l’espace, par les traces d’un plan donne. 

80. Soit axa' le plan donné. Pour trouver l’angle de Fig. 98. 
ses déhx traces, prenons un point quelconque m' sur la 
trace verticale; de ce point, abaissons ih'fi perpendiculaire 
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à æÿ ; et du point (3, abaissons (3 m perpendiculaire sur la 
trace horizontale ux. Gela fait, supposons que l'on joigne, 
dans l’espace, le point m' au point m; bous obtiendrons 
ainsi une droite m'm perpendiculaire h ax.V ar conséquent, 
si noua faisons tourner le plan donné axa ' autour .de sa 
trace «», pour le rabattre sur le plan horizontal, cette 
droite viendra se diriger suivant mk, perpendiculaire à aa. 

, Sa longueur est Étoile à déterminer, car elle est l’hypoté- 
nuse d’un triangle rectangle m(in, dans lequel les deux 
côtés de 1'apgle droit sont respectivement égaux à m[ 3 et 
’ ■ , *n'/3; donc le point m.' va se placer à riuersectnm k de la 

droite (3m et de là circonférence décrite du point m comme 
. centre avec tnti pour rayon. Par suite, -la trace am' coïncide 
avec la droite ak menée par les points « et k, et l’angle 
des deux traces est kxm. • . » . . 

Il existe une vérification. En effet, dans le mouvement 
que l’on a imprimé au ptantHam', la distance am ne change 
pas; ai donc on décrit, du point a comme centre, avec 

I R 

am' pour rayon, une circonférence, elle doit passer par le 
jioint k, déjà déterminé. 

,i 81. Cas particulier. Le plan donné a ses deux traces 
1 eh ligne droite. - . . 

En appliquant à ce cas particulier Ja méthode qui vient 
d’être indiquée, en dernier lieu , c’est-à-dire en construisant 
Fjg. 102. un triaugle cxm' dont les côtés sont am', ac==am, et m'e 
égal à la droite qui va du point m au point m’, on obtient 
cam' pour l’angle cherché. 

•V ; * • * • i 
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PROBLÈME XXVI. . , 

* * > , » • ^ 

Construire l’angle de deux droit» dont on eonnail les projections. 

82. Si les droites ne se coupent pas, et que, par un point 
pris à volonté, on leur -mène des parallèles, l’angle fornlà 
par ces parallèles mesurera l’angle des droites données. 

Soient, pour fixer les idées, o, o' les projections d'un Fis. 103. 
point quelconque, ab, a'b' les projections de la parallèle à 
la première droite, et de. d'e' les projections de la parallèle 
à la seconde droite. On détermine les traces horizontales 
a et c de ces parallèles, et on mène la droite ac. .On peut 
considérer cette droite comme la base d’un triangle dont le 
sommet O est projeté - en o et o', et' dans lequel l’angle aOe, 
opposé à la base ac, est l’angle demandé. Pour construire 
le triangle, il ne reste plus qu’à chercher les vraies lon- 
gueurs des deux côtés adjacents à l’angle 0. Les.projections 
horizontales de ces côtés sont ao et oc, et leurs projections 
verticales sont a'o' et oV. Si donc .l’on prend o"/i=ao et 
i fk=oc , l’hypoténuse o'h sera la longueur du côté projeté 
en ao, et l’hypoténuse o'k sera la longueur du côté projeté 
en oc. Par suite, en décrivant des points o et c comme, 
centres, avec o'h et o’k pour 'rayons, des arcs de cercle 
qui se coupent en m, puis menant ma et me, on obtiendra 
l’angle demandé arn. 

85. On peut construire le triangle aOc par une autre 
méthode. En effet, la base ac étant connue, il suffit de 
déterminer la position et la grandeur de la hauteur. Pour 
cela, on ahaisse op perpendiculaire sur ac, et ou conçoit 
qu’on joigne le point p au sommet 0. En vertu d’un théo- 
rème connu (70) , la droite Op sera perpendiculaire à ac. 
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de sorte que si on fait tourner le triangle aOe autour de 
sa base «c pour le rabattre sur le plan horizontal, cette 
perpendiculaire ira se placer dans la direction de po. Il 
ne reste donc plus qu’à trouver la vraie, longueur de cette 
perpendiculaire. Or, nous savons qu’elle est l’hypoténuse 
dq triangle rectangle O op, dont les côtés sont égaux à op 
et o'o". Par conséquent, on prend sur xt/une distance 
• o"q égale à op ; on tire o'q , et on porte cette distance de 
p en m. 

84. Remarque 1. Au point de vue pratique , cette se- 
conde méthode est évidemment plus exacte que l’autre.' 

Remarque 2. Le triangle amc peut être considéré 
comme étant le rabattement du triangle aOc, que l’on au 
rail fait tourner autour de ça trace horizontale ac. Le pro- 
blème que nous venons de traiter rentre donc dans la 
classe de ceux auxquels on peut appliquer avec avantage 
la méthode des rabattements-, méthode dont nous avons 
fait déjà un fréquent usage. 

85. Cas particuliers. 1° La première des deux droites 
est parallèle à l’un des plans de projection, au plan hori- 
zontal, par exemple; la seconde est quelconque. 

Fig. 404. * Soient ab, a'b' les projections de la première droite, et 
cd, c'd' les projections de la seconde. Le plan des deux 
droites a évidemment pour trace horizontale une parallèle 
ch à la projection horizontale ab de' la première droite. 
Rabattons ce plan sur le plan horizontal; le point (o,‘ o') 
viendra se placer en un point m, que l’on construira fa- 
cilement d’après ce qui précède; et la droite (oa, o'a') 
, ’ viendra en ms, parallèlement à ch. L’angle demandé sera 

donc cms. ' • 
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2» Les deux droites données sont parallèles à yn même 
plan de projection, au plan horizontal par exemple. 

' Il est évidertt que, dans ce cas, l’angle forihé parlés 
projections horizontales est égal à l’angle des deux droites . 
données. , . . 

5° La première des deux droites est parallèle au plan 
horizontal, et .la seconde est parallèle au plan vertical de 
projection. ’’ 

Ce cas rentre dans celui que nous avons examiné tout 
à l’heure (1°). • , 

4° La première des deux droites données est perpendi- 
culaire. à l’un des plans de projection , ad plan horizontal , - * 

par exemple; la seconde droite est quelconque. 

Soient a, a'b' les deux projections de la première droite» Fig. 106. 
et cd, c'd' les deux projections de la seconde droite. On 
voit facilement que l'angle demandé est le "Complément de 
celui que fait, avec le plan horizontal, la droite (cd, c'd'). 

Si donc on fait tourner cette droite autour de la première 
jusqu’à ce que leur plan soit devenu parallèle au plan ver- 
tical dé projection, le triangle eaO de l’espace se projette 
en vraie grandeur suivant o'a 'h', et on obtient a’o'h'poHr 
P angle des deux droites données. 

5° La première dés deux droites données est parallèle 
à la ligné de terre, la seconde droite est quelconque. 

La construction, qui rentre encore dans celle du 
cas (I®), est indiquée dans la figure 107. 

6° Lés deux droites données sont dans un même plan 
perpendiculaire à 1 la ligne de terre. 

Soit mxrn' le plan perpendiculaire à xy et renfermant Fig. 108. 
les deux droites données; soient (o, o') le point de con- 
cours de ces deux droites, (m, m') un second point de 
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l’une, et (ç, n') un second point de l’autre. On fait tour- 
ner le plan marn' autour de sa trace horizontale mi, afin 

* • 

de le rabattre sur le plan horizontal , et on obtient par 
. ce moyen les rabattements OM, ON des deux droites dou- 
* nées. Par conséquent, MON est l’angle cherché. 

.7° Les deux droites données ont même projéction ho- 
rizontale 

Fig. 109. Soit ab la projection horizontale commune aux deux 
droites données , et soient a'b', c'd' les. projections Verti- 
cales de cçs lignes , lesquelles ont pour traces horizon- 
tales les points a et c. Rabattons encore le plan des deux 
droites autour de sa .trace horizontale ac ; nous obtien- 
drons, comme ci-dessus, le rabattement m du point de 
. . » concours des deux droites ; en sorte que ma est l’angle 
demandé. . > 

8° La première des deui droites données est. la ligue 
de terre, la seconde est une droite quelconque qui ren- 
contré la ligne de terre. , . . . • 

Fig. . 110. Supposons que a soit le point où la droite (ab, ab') 
rencontre la ligne de terre, et qu’on veuille avoir l’angle 
de ces deux droites. Il suffit, pour résoudre cette ques- 
tion, de supposer que la droite (ab, a'b') tourne autour 
de xtj, jusqu’il ce qu’elle soit venue se rabattre .sur le 
plan horizontal. Pour déterminer son rabattement pa, 
lequel passe évidemment par le point a, on cherche le ra- 
battement p d’un point quelconque (m, m') pris sur cette 
même droite, Ou obtient ainsi l’angle demapdé pam". 
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' • PROBLEME XXVII. . 

Construire la bissectrice de l'angle formé par deux droites données. 

86. Soient ( ab , a'b') et ( cil , c'd') les deux droites don- Fig. 111. • 

nées, lesquelles se conperit en un point (o, o'). Construi-. 
sons d’abord l’angle amc, formé par ces droites, et menons 
la bissectrice tnh de cet angle. Cela posé, faisons tourner 
le triangle amc autour de ac pour le remettre dans sa po- 
sition primitive; il est clair que le point h, où la bissec- 
trice perce le plan horizontal, ne change pas de position ; 
donc ses deux projections h et h' appartiennent aux pro- 
jections de la bissectrice.- D’ailleurs, les deux projections . 
de cette droite doivent passer aussi par les projections o 

et e' du sommet de l’angle ; elles sont donc oh et o'h'. 

. » ’•* 

PROBLÈME XXVIII. 

* • . , * V 

Construire l’angle d’une droite et d’un plan donnes. • • 

' 87. D’après la définition rappelée ci-dessùs (76), il fau- - 
drait, pour construire l’augle d’une droite et d’un plan 
donnés, commencer par projeter la droite sur ce plan; après 
quoi l'on construirait l’anglo formé par cette projection et 
la droite donnée. On simplifie la solution en observant que 
cet angle est le complément de celui que fait la droite avec 
la perpendiculaire ab.aissée d’un quelconque de ses points 
sur le plan. Le problème qui nous occupe est donc rarneué 
à la recherche de l’angle formé par deux droites, 

Soient ah, a'b’ les projections de la droite donnée. Fig. 112. . 

Prenons, sur cette droite* un poiut quelconque (o, ô'}, et de 
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ce point, abaissons une perpendiculaire sur lé plan. Cette 
perpendiculaire a pour projections les droites op, o'p'. 
■ respectivement perpendiculaires aux traces ad, ad' du 
plan donné (28). Si nous construisons l’angle amk, formé 
„ par la perpendiculaire et par la droite donnée , et si nous 
menons me perpendiculaire à ma , l’angle kmv sera l’angle 
demandé. . . - 

88. Cas particuliers. 1° La droite donnée est quelcon- 
que; le plan donné est parallèle à. la ligne de terre. 

Fin. 113. Soient cd, c'd' les deux projections, de la droite donnée, 
et ab, a' b' les traces du plan donné parallèle à xij. D’uu 
point quelconque (o,o') de la droite donnée, on abaisse 
< . une perpendiculaire sur le plan donné, laquelle a pour 
projections les lignes ov, nV perpendiculaires à xy, et 
elle est située dans le plan vav' perpendiculaire à xy. 
Afin d’avoir sa trace horizontale , on fait tourner le plati 
vav' autour de va pour le rabattre sur le plan horizontal. 
On obtient ainsi le rabattement O du point (o, o’-) et le 
rabattement iv de l’intersection du plan vav' avec le plan 
donué. Du point O on mène Op perpendiculaire sur iv; 
‘ et lé point h, où Op rencontre la trace horizontale va, 
est la trace horizontale cherchée. La trace 'horizontale de 
là droite donnée est «; il est donc facile de déterminer 
l’angle cmh que fout entre elles ces deux droites. Cet 
angle étant le complément de l’angle cherché cmf, on ob- 
tiendra celui-ci en menant la droite mf perpendiculaire à 
mh. * 

2° La droite donnée est quelconque , et le plan donné 
est parallèle à l’un des plans de projection , au plan hori- 
zontal par exemple. 

L’angle cherché est évidemment égal à celui que forme 
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la droite donnée avec le plan horizontal de projectiou. La 
question est donc ramenée au problème XXII. 

• 3° La droite donnée est quelconque.; le plan donné passe 
par la ligne de terré et par un -point donné. 

Soit proposé de construire l’angle formé par la droite 
(ab', a' b') avec le plan qui passe par xy, et par le point Fio..ll4. 
donné (m, mi'). Lu construction, qui rentre dans celle du i 

cas (1°), fournit ank pour l’angle cherché. 

4° La droite donnée est parallèle à la ligne de terre, et. 
le plan donné est quelconque. . 

On sait que deux droites parallèles sont également in- 
clinées sur un même plan quelconque.. Il résulte de ce 
théorème que l’angle, formé par la droite donnée et le plan 
donné est égal à celui que fait la ligne de terre avec ce 
dernier plan. 

Le cas particulier dont il s’agit ici est donc ramené au 

■* * % ’( * 

problème suivant. . * 

89. Construire l’angle que fait la ligne de terre avec ûn 
plan donné. 

• ’ ■ t 

. A cet effet, on prend sur la ligne de terre un point o Fiq,' 115. 
quelconque, par lequel on abaisse oh et oh', perpendicu- 
laires aux traces du plan donné, aa.a'. Ces droites sont 
les deu* projections de la perpendiculaire menée du point 
sur le plan. On détermine ensuite l’angle sole que cette , 

droite fait avec la- ligne de terre ; le complément sov de 
< cet angle est celui que- fait la ligne de terre avec Je plan . 
donné. 
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» • ■ i* y* ( * * ' * • • , • i 

PROBLÈME XXIX. 

. . ' » I 

■■ • ^ ^ x . • • » 

Construire l’angle de deux plans donnés. 

.116. 90. Soient axa' et bfib’ les deux plans donnés., Conce- 

" ' Vons qu’en un point quelconque 0 dfe leur intersection on 
mène un plan P perpendiculaire à cette intersection ; cè plârç 
coupera les deux plans donnés suivant deux droites partant 
• du point 0, et faisant entre elles l’angle demandé. Or, lors- 
qu’un plan est perpendiculaire à une droite , ses traces sont 
respectivement perpendiculaires aux projections delà droite; 
donc la trace horizontale du plan P sera perpendiculaire 
à la projection horizontale mn de l’intersection des deux 
plans donnés. Si donc on mène une droite quelconque pq 
perpendiculaire à mn, on pourra la regarder comme étant 
la trace horizontale du plan P ; et les intersections de ce plan 
P avec les deux plans donnés., c’est-à-dire, les côtés dè 
l’anglè cherché,, seront deux droites qui partiront dés points 
p et q, et qui iront se couper au point 0. L’angle cherché 
est donc l’angle au sommet du triangle pOq , dans lequel 
*. ' pq est la base. 11 suffit, pour construire cé triangle, de 
déterminer sa hauteur et le pied dè celle-ci. 

Or; le point 0, appartenant à l’intersection des deux 
plans donnés, doit se projeter sur le plan horizontal en 
1 un point inconnu ,• mais situé sur la projection horizon- 
tale de cette interjection. Donc la hauteur du triangle 
■ pOq est projetée suivant mn; et le point s est le pied de 
cette hauteur. D’ailleurs cette droite est contenue dans le 
plan P , perpendiculaire à l’intersection des deux plans 
donnés ; d’où il résulte qu’elle est perpendiculaire à celte 
intersection. Pour avoir sa véritable grandeur, on fait tourner 


Digitized byjS; 


DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 


79 

ïe plan m'mn aiitour de sa trace verticale m'm, jusqu’à ce 
qu’il vienne s’appliquer sur le plan vertical de projection • 
les points n et s viennent se rabattre en h et r ; l’intersec- 
tion des deux plans donnés, qui joint les points m' et n, se 
rabat suivant m'h; et, par suite, on obtient la vraie Ion- ' 
gueur, rk. de la hautéâç sO du triangle pOq, en menant du 
point r la perpendiculaire rk à m'h. 

Il ne reste plus, pour terminer la construction, qu’à opé- 
rer comme dans le problème XXVI; et pvq sera l’angle des y 

• deux plans donnés. . . 

î * 

91 . Remarque 1 . Les distances rh et sn sont égales , * 

et il en est de même des distances rk et sv ; or, rk, per- 
pendiculaire à m'h, est plus petite que l’oblique rh ; donc 

• sv. est plus petite que sn; par conséquent, dans la. con- 
struction qu’on vient d’indiquer, le sommet de l’angle cher- 
ché doit. toujours se trouver entre les points s et n. 

Remarque 2. On peut ramener la recherche de l’airgle 
de deux plans à la recherche de l’angle de deux droites; 
éar, si d’un point quelconque pris dans l’angle des plans 
on abaisse des perpendiculaires sur ces plans, l’angle de 
ces perpendiculaires sera le supplément de l’angle des 
plans. 

92. Cas particuliers. 1° Les deux plans donnés ont 

leurs traces horizontales parallèles, ou leurs traces verti- . 
cales parallèles. ' > ■ 

Soient axa' et bfib' les deux plans donnés. On cherche Fig. 117. 
d’abord leur intersection , laquelle est une horizontale dont 
les projections sont mu parallèle à ax, et m'n’ parallèle à , * 
xij. On mène ensuite un plan perpendiculaire à cette inter- 
section; ce plan, qui est vertical, a sa trace horizontale 
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w \s perpendiculaire à la projection horizontale rnn de l’in- 
tersection, î *'*; , : ; ; , 

• ' ' { ^ » • 

L’angle des deux plans donnés est, comme dans le cas 

général, mesuré par l’angle au sommet d’un triangle dont 
* pq est la base, dans lequel le point s «est le pied de. la hau- 
teur, et dout la hauteur, Comme on le voit aisément, est 
égale à mm'. Par conséquent, si, à partir du point s, ou 
prend sur sa une distance .se — mm', et que l’on trace 
vp et vq, ou obtiendra l’angle cherché pvq. 

‘2° Les deux plans donnés sont perpendiculaires sur un 
Fig. 118. même plan de projection, sur le plan horizontal, par 
exemple. 

Il est clair que l’inclinaison 'des .deux plans est mesurée 
par l’angle amp, que forment leurs traces horizontales. Il 
n’y a donc aucune construction à effectuer. 

5° Le premier des deux plans donnés est perpendicu- 
laire h la ligne de terre ; le second est quelconque. 

Fig. 119. Soient bpb' et axa' les deux plans donnés. Leur inter- 
section a pour projections les traces bp et b'[ 3 du premier 
plan ; de sorte que si, par un point O de cette intersection, 
on mène un plan qui lui soit perpendiculaire, ce plan aura 
pour trace horizontale une droite pq parallèle k xy; et il 
coupera les deux plans donnés suivant les droites pO et 
qO, qui feront entre elles l’angle cherché. Il est à remar- 
quer ici que le triangle pOq, qui donne cet angle, est rec- 
tangle en q ; de façon que la construction générale est un 
peu simplifiée. 

4° Le premier plan est horizontal ; le second est quel- 
conque. , 

Lorsque deux plans parallèles sont coupés par un troi- 
sième plan, les angles correspondants sont égaux; donc 
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l’angle que forment entre eux les deux plans donnés est 
égal à celui que fait le second de ces plans avec le plan • 
horizontal de projection. La question est donc ramenée à : 

la recherche de l’angle que fait, avec le plan horizoutal, > 
un plan donné (problème XXIII). 

5° Le premier plau est parallèle à la ligne de terre ; le 
second est quelconque. 

La construction générale est applicable; aussi nous rcn- * . 
voyons le lecteur à la figure 120, dans laquelle les traces 
du premier plan sont ac, a'c', celles du second sont bfi, „ 
b' fi, et l’augle cherché est pvq. 

6° Le premier plan est parallèle à l’un des plans de pro- 
jection, au plan horizontal, par exemple; le second est pa- * 
rallèle à la ligne de terre. -« 

Ce cas particulier se résout facilement au moyen d’un 
rabattement. Il en est de même du suivant. Les construc- * * 

tions sont effectuées dans les figures 121 et 122. , 

7° Les deux plaus donnés sont parallèles à la ligne de 
terre. - * *• 

8° Les deux plans donnés ont même trace horizontale. 

« • 

Soient a* la trace horizontale commune, et xa', xb' les Fui. 125 
traces verticales des deux plans donnés. La construction gé- 
nérale se simplifie ; car l’intersection de ces plans est ax ; 
et tout plan ofim, mené perpendiculairement à cette trace, 
coupe les deux plans suivant deux droites qui comprennent • 
entre elles l’angle cherché. Ces droites, qui ont pour traces 
verticales les points m, n, peuvent être regardées comme 
les deux derniers côtés d’un triangle omn, dans lequel mit 
est la base , o le sommet opposé, et ofi la hauteur. Si l’on 
fait tourner le plan ofim autour de ofi, ce triangle se rabat 
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Biiîvimi fu>q, et par- conséquent l’angle pog èst celui qu’il 
,s'agiséait rie construire. 

9° Le? deux plans donnés rencontrent la ligue dc-tefre 
' âii raétne point* 

Fig. 124. Gn détermine d’abord les projections de l’intersection • 
des deux platlS dotlbés dxû', bxb 1 ; soient ap et &p' ces 
deux projections. On mène ensuite, par tin point quel- 
conque O do l’intersection de9 deux plans, un plan- /5y<î 
perpendiculaire à cette intersection. Ce plan coupe le plan 
» horizontal et les deux plans donnés , suivant un triangle 
qui a pour base mn, pour sommet le point (o, o’), et dans 
lequel l’angle opposé ù mn est celui que l’on cherche. 

* On sait que la droite qui unit dans l’espace le point s aü 
point (o, o’) est la hauteur de çe triangle, et que le point 
s est le pied de cette hauteur; par conséquent il suffît, pour 
construire le triangle , de déterminer la vraie grandeur de 
cette hauteur. Or, elle est l’hypoténuse d’un triangle rec- 
tangle, qui a pour côtés de l’angle droit os et oV. On con- 
struit facilement ce triangle sok, à l’aide d’un rabattement; 
et, en portant sk de s en v sur op, menant mv et nv, on a 
, l’angle demandé mvn. 

*’■ 1 11° Les deux plans donnés sont tels que chacun d’eux 

a ses traces horizontale et verticale en ligne droite. 

Fig. 1 25. Il n’y a rien ,de changé à la méthode générale ; et, en 
l’appliquant, on trouve, pour angle des deux plans axa’, 
bfib', l’angle pvq. 

Remarque. Le triangle m’ml'h est rectangle isoscèle; 
donc il eu est de même pour le triangle m'sk ; d’où il ré- 

suite que sv=sk = — . 

4 ^2 
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42° Chacun des plans a ses deux traces en ligne droite; 
et ces droites se coupent sur la ligue de terre. 

Soient àxa' et b»b' les deux plans donnés. On a vu que Fig. 4^6. 
l’intersection de ces deux plans est une droite perpendicu- 
laire à la ligne de terre, inclinée à 45° sur les deux- plans 
de projection, et qui a pour projections la droite m’xm per- 
pendiculaire à xy. En un poüit quelconque O de cette in* 
tersection, menons un plan qui lui soit perpendiculaire ; ce 
plan coupe le plan horizontal et les deux plans donnés • 
suivant un triangle pO </> dont la base pq est parallèle à la 
ligne de terre, et dont la hauteur, d’après la remarque 

précédente, est égale à **-. De plus, le point s est le pied 
y 2 

de cette hauteur. - 

Si donc nous menons la bissectrice «r de l’angle droit 
mxy, et que nous abaissions sk perpendiculaire à or, la 
construction s’achèvera comme dans le cas précédent. 

45° L’un des deux plans donnés est quelconque; l’au- 
tre passe par la ligne de terre et par un point donné. 

Supposons qu’il s’agisse de construire l’angle que fait F*>. 43Y, 
le plan aaa' avec celui jqui passe par xy et par le point 
(m, ni'). On détermine d’abord l’intersection (an, an') 
des deux plans donnés. On pçut ensuite, pour construire 
leur angle, employer la méthode générale, ou recourir à 
la méthode particulière indiquée dans le cas (40°). Dans 
l’épure, on a fait usage du premier procédé. ’î ■-> *' 

44° L’un des deux plans donnés est parallèle à la ligne 
de terre; l’autre passe par la ligne de terre et par un point 
donné. 

Pour avoir l’angle que fait le plan ( ab , a' b’), parai- Fio. 428. 
lèie à xy> avec celui qui passe par xy et par le point 
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(m, m'),. on observe que l’intersection de ces deux plans 
est une parallèle à la ligne de terre. Par conséquent, si on 
les coupe par un même plan main' perpendiculaire à xy 
et passant par 1e point (m, m'), les deux intersections 
formeront entre elles l’angle cherché. Ces lipes, qui 
joignent dans l’espace les points c, c\ et les points «, 
M, sont rabattues sur le plan horizontal en c"c et «M. 
Donc l’angle demandé est aoc. 

15° L’un des deux plajis donnés est horizontal; l’autre 
passe par la ligne de terre et par un point donné. 

L’intersection des deux plans p'q' et ( xy , m, m’), 
étant parallèle à xy, il s’ensuit que le plan mxtn’, perpen- 
diculaire à xy, et mené par le point (ni, m'), les coupe 
suivant deux droites formant entre elles l’angle cherché. 
Ces droites sont rabattues sur le plan horizontal en c"c et 
«M; et aoc" est l’angle des deux plans. 

16° L’un des deux plans donnés a ses deux traces en 
ligne droite; l’autre passe par la ligne de terre et par un. 
point donné. 

Après avoir déterminé l’intersection (af, xf’) des deux 
plans aa.a' , (xy, M), on achève la construction comme dans 
le cas général. 

17° L’un des plans passe par la ligne de terre et par 
un point donné , l’autre passe par la ligne de terre et par 
un second point donné. 

Les deux plans (xy, m, m') et (xy, n, n') ont pour in- 
tersection la ligne de terre. Donc les intersections de ces 
plans avec un même plan perpendiculaire à xy, compren- 
nent entre elles l’angle cherché. 

Le plan mfim', perpendiculaire à xy et passant par le 
point (m, m% coupe le premier des deux plans donnés sui- 
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vant une droite qui est rabattue sur le plan horizontal en 
/3M, tandis que le plan nom', perpendiculaire à xy et passant 
par (n, n'), coupe le second des deux plans .donnés suivant 
une droite qui est rabattue horizontalement suivant «N. Or, 
les deux plans non' et mj3m' sont parallèles ; par conséquent, 
si par le point a on mène ak parallèle à |3M, on pourra re- 
garder cette droite comme le rabattement de l'intersection 
du plan nan' avec le premier des deux plans donnés. Donc 
l’angle demandé est Nafc. 


PROBLÈME XXX. 

Construire le plan bissecteur de l’angle formé par deux plans donnés. 

95.. Soient axa' et bfib' les deux plans donnés. On con- Fig. 132. 
struit, d’après le problème précédent, l’angle pvq que ces 
deux plans font entre eux; puis on le divise en deux 
parties égales par la droite vd qui rencontre pq au point d; 
on suppose ensuite qu’on fasse tourner le plan de cet angle 
autour de pq, afin de lui rendre sa véritable position ; et il 
est clair que la ligne vd viendra se placer dans le plan bis- 
secteur. Or, dans le mouvement qu’on imprime au plan de 
l’angle pvq, la droite vd ne cesse pas de passer au point 
d ; donc ce point d appartient à la trace horizontale du 
plan cherché. D’ailleurs, ce plan doit passer par l’intersec- 
tion des deux plans donnés ; donc ses traces passent aussi 
par les points m, m', où cette intersection rencontre les 
plans de projection. Elles sont donc nid 3 et 3m,' 
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chapitre; y. 


néaolutloii elc l'ongle trièdre.— Itédurtlon A l'horizon. — 
Sphère Inocrltc. — Sphère circonscrite. 


94. Les éléments d’un angle trièdre quelconque sont les 
trois faces et les trois angles dièdres. Si l’on se donne trois de 
ces sia; éléments, on pourra se proposer de trouver les trois 
autres ; c’est là ce qu’on appelle résoudre un angle trièdre. 

95. Le problème comporte six cas distincts. En effet, 
représentons par A, B, C les trois angles dièdres du trièdre; 
par a, b, c, les faces opposées à ces angles ; et nous au- 
rons six manières, essentiellement différentes, de choisir 
les données, savoir : 


1° 

a. 

b, 

c; 

4° 

A’, 

B, C; 

2° 

b, 

C, 

A; 

5° 

B, 

C, a ; 

3° 

b, 

C, 

B; 

6° 

A, 

B, c. 


96. Par la considération de l’angle trièdre supplémen- 
taire, les trois derniers cas peuvent être ramenés aux trois 
premiers, Car si l’pn donne , par exemple , les trois angles 
dièdres A, B, C; comme les suppléments de ces angles 
sont égaux aux faces du trièdre supplémentaire, il ne s’a- 
gira plus que de construire un angle trièdre connaissant 
ses trois faces. 

. Nous pouvons donc supposer que les données sont : 
les trois faces; ou deux faces et l’angle dièdre compris; ou 
deux faces et l’angle dièdre opposé à l’uue d’elles. 
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PROBLÈME XXXI. 
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■ 


Connaissant les trois tacts d’un angle trièdre , trouver las trois angles dièdres. 

* » . 

97. Supposons qu'on ouvre l’angle trièdre 8ABC suivant Fig'. 139. 
l’arête SC , et qu’on fasse tourner les plans C8À et C88 • 
autour des arêtes SA et SB pour les rabattre sur le plan 
de la face ASB, supposé horizontal. Comme les angles 
plans CSA et CSB sont égaux à b et à a, il est clair qù’on 
obtiendra leurs rabattements en menant, dans le plan hori- 
zontal, des droites ScetSc’sous les angles connus cSA=^ 
etc'SB=«. ' ; 

Si on prend sur les lignes So, Se' deux points quel- 
conques m, m' également éloignés du sommet 8, on 
pourra regarder ces deux points, comme les rabattements, 
sur le plan horizontal, d’un même point M de l’arête SC. 

Concevons maintenant que les faces c8A et e'SB tour- 
nent respectivement Autour des - arêtes SA et SB potir re- 
prendre leurs positions primitives. Dans ce mouvement de 
rotation, les points m, m' décrivent deà circonférences dont 
les plans sont respectivement perpendiculaires aux arêtes 
SA, SB, et dont les centres sont les pieds des perpendi- 
culaires mg, rn'g' abaissées des points m,m' sur SA, SB. 

Il suit de là que le point M a pour projection horizontale 
le point de concours h des lignes mg , m’g', et que la 
droite /tS sera la projection horizontale de l’arête SC. 

Si on joint le point M projeté eu h, aux peints h, g et g’, 
on formera deux triangles rectaugleg M hg, M hg\ dans 
lesquels les angles Mgh , Mg ‘h mesurent les angles diè- - . 
dres A et B qu’il s’agit de construire, et dans lesquels 
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les hypoténuses M{/ , M<j' sont respectivement égales à 
mg,m'g’. - 

Si donc nous supposons que le triangle M/13 tourne 
autour du côté hg pour se rabattre sur le plan horizon- 
tal ASB, le sommet M viendra se placer à l’intersection 
r de hq perpendiculaire à hg , et dé l’arc décrit du point g 
comme centre avec le rayon gm ; de sorte qu’en tirant gr, 
nous aurons hgr pour vraie grandeur de l’angle dièdre A. 

lie même, afin de trouver la vraie grandeur de l’angle 
dièdre B, on mène, dans le plan horizontal, hq' perpendicu- 
laire à hg' ; ou décrit, du point g' comme centre, avec g'm' 
pour rayon, l’arc m'r' ; on joint le point r', où cet arc coupe 
hg', au point g'; et hg'r' mesure l’angle dièdre B. . 

Quant au troisième angle dièdre C, qui a pour arête SC; 
imaginons, par le point M, un plan perpendiculaire à cette 
arête ; ce plan coupera les deux faces latérales SCA et SCB, 
suivant deux droites perpendiculaires à SC au point M, et 
qui comprendront ehtre elles l’angle cherché C. 

Pour déterminer les points p, p', où ces droites rencon- 
trent le plan horizontal SBA, observons que les droites Sm, . 
Sm' représentent les rabattements de SM autour de SA et de 
; si donc nous élevons, aux points m, les perpendicu- 
laires tnp, m'p' aux arêtes Se, Se', ces perpendiculaires ren- 
contreront SA, SB aux points demandés p, p'. De plus, 
ces . droites mp, m'p' seront égales , respectivement , à 
Mp; Mp'. 

Il ne reste plus qu’à construire le triangle Mpp', ce qui 
se fera en décrivant, dans le plan horizontal, des arcs de 
cercle ayant les points p, p' pour centres, et les droites 
pm,p'm' pour rayons; ces arcs se couperont au point M', 
rabattement de M. En tirant pM' et p'M', on obtiendra le 
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triangle pWp', rabattement du triangle pM p'. Par consé- 
quent, l’angle pM'p' est égal à l’angle dièdre C. 

98. Remarque. La construction précédente comporte 
plusieurs vérifications. 

1° Les droites hr, hr' doivent être égales, car chacune 
d’elles représente la vraie grandeur de la verticale hM. 

2° L’arête SM étant perpendiculaire au plan pMp', il 
s'ensuit que la projection horizontale S h de cette arête doit * 
être perpendiculaire à la trace horizontale pp' de cë plan. 

3°- La droite S h étant perpendiculaire à la base pp' du 
triangle Mpp', dont le sommet M est- projeté èn h) si ce 
triangle tourne autour de sa base pp' pour venir se rabattre 
sur le plan horizontal, le sommet M se mouvra dans le plan 
vertical M hs. Conséquemment, le point M', où s'est rabattu 
ce sommet, doit se trouver sur la droite S h. 

99. Discussion. On peut toujours supposer que la face 
ASB est la plus grande des trois faces données. Alors, pour 
que le trièdre soit possible, il faut que les circonférences dé- 
crites amour des droites SB , SA, par les points m', m, puis- 
sent se rencontrer. La première circonférence est projetée 
tout entière sur son diamètre m'g’n’, lequel est la corde de 
l’arc m'i'n'. De même, la seconde circonférence est projetée 
suivant la corde mn de l’arc min. Ces deux circonférences 
ne pourront donc se couper que si les cordes mn, m'n' se 
coupent elles-mêmes. Ceci exige évidemment que la somme 
des arcs in, i'n' soit plus grande que l’arc ü' ; ou ce qui est 
la même, chose, que la plus grande face soit moindre que 
la somme dés deux autres. On retombe donc sur la condition 
connue. 
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PROBLÈME XXXII. 

I . ' * % ‘ 

ÇoflRaissanl deux faces d’un angle Irîèdre, et l’angle dièdre compris, 

• trouver la troisième face et les deux autre» angles dièdres. 

Fib. 140. 100. Soient ASB=c et ASC=& les dèux faces données, 

et soit en même temps A l’angle dièdre donné, compris entre 
,ces faces. 

Prenons pour plan horizontal- le plan de la face ASC, 
et supposons que la face ASC tourne autour de l’aréte SA 
pour se rabattre sur le plan horizontal; il est clair que 
nous obtiendrons le rabattement de cette face en menant 
upe droite Sc .qui fasse avec SA l’angle cSA=h. Si la 
face cSA tourne autour de -SA pour reprendre sa position 
primitive SCA , un point quelconque t« de la droite Se dé- 
crira un arc vertical dont le rayon sera mg perpendiculaire 
à SA et dont le ceutre sera g; la projection horizontale 
de cet arc sera sur gh perpendiculaire à SA; et quand le 
point m sera parvenu en un point M de l'arête SC, la droite 
Mg, perpendiculaire à SA, fera avec hg l’angle Mgh égal à 
l’angle dièdre donné A- 

Si maintenant le plan Mgh tourne autour de sa trace 
horizontale hg pour se. rabattre sur le plan ASC, le rabat- 
tement de la droite Mg sera une droite gr, faisant, avec 
gh, nn apgle rgh—A ; et comme, dans ce mouvement, la 
distance Mg reste constante, le point M se rahattra en r, 
h l’intersection de gr avec l’arc ror, décrit du point g 
comme centre. En abaissant rh perpendiculaire à gh, nous 
obtiendrons la projection horizontale h du point M de l’arête 
SC; et, par suite, la droite S h sera la projection horizontale 
de cette arête. . . 
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Pour déterminer la troisième faee ; observons que si 
elle tourne autour de SB pour se rabattre sur le plan hoFÎ_ 
zontal , le point M restera daus le plan perpendiculaire à 
SB mené par la verticale M/i, et que par conséquent il se 
rabattra sur hg'm' perpendiculaire à SB. D'ailleurs la dis- 
tance SM reste invariable et égale à Sm ; donc le rabatte- 
ment du point M doit aüssl se trouver sur l’are décrit du 
point S comme centre , 'avec •8m pour rayon. Il résulte de 
là que le point m', où cet arc coupe hg'm', est le rabatte- 
ment du point M. Par suite, l’angle »i 'SB sera égal à fl; 

- c’est-à-dire à la troisième face de l’angle trièdre proposé. 

Les .trois fapes g, b et c de cet angle trièdre étant con- 
nues, on trouvera les deux angles dièdres B et-C au moyen 
du problème précédent. 

» 

« •» 

PROBLÈME XXXIII. 

Connaissant drm faces d’tm angle trièdre, el l’angle dièdre opposé à l'une d'elles , 
trouver la troisième face et les d-ui antres angles dièdres. 

401. Soient BSA=c et c8A=è les deux faces données, Fig. 441. 
et soit B l’angle dièdre donné , opposé à la face b. Prenons 
pour plan horizontal le plan de la face BSA; et, par un 
pointu, pris à volonté sur l’arête SA, menons uu plan per- 
pendiculaire à cette arête. Ce plan coupe le plan borisunMl • 
suivant une droite gp perpendiculaire à SA, et il coupe l’a- 
rête SC, située hors du. plan horizontal, en un, point Mt la 
section que fait ce plan dans l’angle trièdre est doue un 
triangle pM g qu’il s’agit de construire, • 

Remarquons d’abord que le plan vertical pg cqupe la 
droite Sc, rabatteinent.de SC, eu un point m qui repré- 
sente b position que vient occuper le, point M lorsque la 
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âce b a tourné autour de SA pour se rabattre sur le plan 
horizontal. Si donc nous supposons que le triangle M gp 
tourne autour de sa base gp pour se rabattre sur le plan 
horizontal , le sommet M viendra se placer en quelque point 
de l'arc mn, décrit du point g comjne centre, avec rog’pour 
rayon. 

D’un autre côté, le point M'doit se trouver sur la sec- 
tion faite dans la face inconnue BSC, par le plan vertical f 
pg.Le point p appartient au rab attendent de cette section; 
et il est très-facile d!avoir un second point de ce rabat- 
temënt. 

En effet, si par le point g nous imaginons Un plan gq . 
perpendiculaire à SB, ce plan coupera les deux faces BSA 
et BSC suivant deux droites qg et qO faisant entre elles un 
angle égal à l’angle dièdre B; et il coupera le plan vertical 
mgp suivant une droite g O projetée en g. Si donc, après > 

avoir fait l’angle gqO' égal à l’angle dièdre B, nous me- 
nons gO' perpendiculaire à qg, la droite gO’ sera égale à 
gO; et en prenant sur l’arête SA, gO"z=gù’, le point O" sera 
le rabattement du point O situé sur l’intersection du plan 
vertical pg avec la face BSC. 

Supposons maintenant que la droite pO"K' rencontre la 
circonférence mn en M'; ce point M' sera le rabattement du 
point M, etpM'g sera le rabattement du triangle pM</. Si 
nous abaissons M'M, perpendiculaire sur gp, le point M, 
sera la projection horizontale du point M, et SM ( C' sera 
la projection de l’aréte SC. 

La construction de l’angle trièdre s’achève sans difficulté. 

102. Discussion. Quand la droite pO"K' rencontre la 
demi-circonférence mn en deux points M' et M", comme 
cela a lieu sur la figure, le problème a, en général, deux 
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solutions. La troisième face de l’angle trièdre fournie par 
le pdirtt M' est c'SB ; celle qui correspond au point M" 
est c"SB: 

\ ■ 

Le problème n’a cependant deux solutions que si les 

points M' et M" sout tous deux à la droite de l’arête SB • 
lorsque le point M" est à gauche de SB, c’est-à-dire au-des- 
sous de pg, il ne fournit pas de solution, parce qu’alors 
l’angle dièdre' suivant SB, au lieu d’être égal à B, est le 
supplément de B. Quand la demi-circonférence mn est tan- 
gente à la droite pO"K r , les deux solutions se réduisent à une 
seule. Enfin, lorsque cès lignes ne se rencontrent pas, le 
problème est impossible. - 

■ PROBLÈME XXXIV. 

Réduire à l’horiion l'angle de deux droites. . 

103. Supposons que l’on connaisse l'angle AOB formé Fig. 155. 
par deux droites OA, OB, et que l’on connaisse aussi les 
inclinaisons de ces deux droites sur la verticale OC passant 
par leur point de concours 0. Si l’on projette les deux droites 
sur un plan horizontal quelconque’, l’angle A'O'B', formé 
par leurs projections, sera ce qu’on appelle l’angle AOB, 
réduit à l'horizon. Il est clair que l’angle A'O'B' mesure 
l’iuclinaison des deux plans verticaux COA, COB : ainsi, la 
réduction à l’horizon n’est qu’un cas particulier de la résolu- 
tion d’un angle trièdre. Cependant, à cause de la disposition 
particulière des données, on le résout directement comme 
il suit. 

Prenons pour plan vertical de projection, celui de la face , 

AOC ; supposons que la face BÔC ait tourné autour de la 
verticale OC, jusqu’à ce qu’elle soit venue se rabattre sur le 
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Fig. 135. plan vertical. Soient alors u, o' les, deux, projections du 
soînnjet de l’angle trièdre ; c'o'a, la face LOA ; c'o'b', lé 
rabattement de l’autre face; ao'b" un angle égal à l’angle 
AOB des deux droites. 

Il résûlte ,de ces données que le côté OA de l’angle 
AOB a pour projection horizontale la partie oü de xyi 
par conséquent il ne s’agit plus que de trouver la projection 
horizontale du deuxième côté OB, ou seulement sa trace ho- 
rizontale b. ' ■ 

Pour déterminer ce point 6, considérons le triangle aOb, 
avant pour sommets le point O et les traces horizontales a, 
b, dçs côtés OA, OB. Nous connaissons, dans cô triangle, 
le côté O a=a)'a, l’angle AOB=ao'&", et le côté O b=o'b' : 
car lorsque ce côté O b st tourné autour de la verticale oo' , 
son extrémité b n’est pas 'sortie du plan horizontal, dans 
lequel elle a tracé une circonférence ayant son centre en a. 

Si donc, du point o' comme centre, nous décrivons l’arc 
b'b" qui coupe o'b" en un point b", et si nous menons alf , 
le triangle ao > b* sera le rabattement, autour de Oa, du 
triangle aOb. Bouc la distance ab = ùb Le point b se 
irouve donc sur la circonférence décrite du point a comme 
centre avec ab" polir rayon ; mais il est aussi sur la circon* 
férence décrite du point o comme centre avèc ob pour rayon. 
Donc il est à Uintersection de ces deux circonférences. En 
menant ob, on obtient l’angle aob, qui est l’angle donné 
AOB réduit à l’horizon. 

104. Cas particulier. L’une des droites données est ho* 
rizontale. 

Fig. 156. Si nous prenons toujours pour plan vertical le plan de 
la face AOC, la dfoite ÀO sera parallèle à la ligne de terre ; 
la Construction générale sera dope en défaut. 
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Pour suppléer au triangle àüè; qui n’existe {ilus, iraagi- Fus. 13fl. 
flous, par- la 'trace horizontale b du côté 011, illi plan! 1 per- 
pendiculaire à OA. Ce plan rencontrera la droite OA en un 
point À , sommet de l’angle droit d’un triangle tiectàngie 
A06. En effet, la droite A b étant située dans le plan P, est 
perpendiculaire a OA, De plus , l’angle O de ce triangle ' 
rectangle est égal à l’angle des deux droites données. En- 
fin , l’hypolénuse 06 de ce même triangle est connue , car 
i*lle est égale à o'b\ Conséquemment, après avoir pris, 
comme dans le cas général, l’angle à'o'6"=AOB,on décrit, 
du point o' comme centre, l’arc 6'6"; puis on abaisse b" b 
perpendiculaire à la ligne de terre. Cette droite reucôntre Su 
point cherché 6, l’arc décrit du point o comme centre, avéc 
ob' pour rayon. 

• , » 

PROBLÈME XXXV. 

* \ * * • 

Circonscrire Ane sphère » une pyramide triangulaire. 

105. Le centre de la sphère circonscrite h la pyramide don-’ 
née doit être à égale distance des quatre sommets de cette 
pyramide, puisque la surface de cette sphère doit passer 
par ces quatre sommets. Il résulte donc de ce qu’on a vu 
dans la Géométrie élémentaire , que le centre de la sphèêe 
demandée sera donné par l’intersection de trois plans élevés 
perpendiculairement sur les milieux de trois des arêtes. Il 
faut, bien entendu, avoir sein de prendre trois arêtes non 
situées dans une même face de la pyramide, car alors, les 
trois plans perpendiculaires se couperaient suivant une 
même droite. V 

Afin de rendre les constructions aussi simples que poS- 


•> 
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Fig. 143. sible, on prend, pour plan horizontal de projection, le plan 
qui passe par trois sommets A , II , C de la pyramide don- 
- née , et pour plan vertical de projection , un plan parallèle 

• à 1 arête SA. Alors, cette arête aura pour projection ho- 
rizontale uue droite sA parallèle à xy, et les projections 
verticales des sommets A, B, C seront les points A', B.', C' 
de la ligne de terre ; de sorte que si on joint les projec- 
tions s et s' du sommet S, respectivement Aux projec- 
tions A, B, C et A', B', C' des sommets de la base de la 
pyramide, on obtiendra les projections des arêtes qui partent 
du sommet S. Cela posé, par les milieux m, n des arêtes 
AB, AC, menons des plans perpendiculaires à ces arêtes ; 
ces plans sont verticaux , et leur intersection est une ver- 
ticale ayant pour trace le point o de rencontre des per- 
pendiculaires mo et no. On sait que, cette droite est le lieu 
géométrique de tous les points à égale distance des som- 
mets A, B, C; donc elle passe par le centre de la sphère 
demandée; par suite, ce centre a pour projection hori- 
zontale le point o, et il a sa projection verticale située sur 

* o'o'' perpendiculaire à la ligne de terre. 

Pour déterminer cette projection verticale, on observe 
que si, par le milieu de SA, on mène un plan perpendicu- 
laire à cette arête, ce plan, perpendiculaire au plan vertical, 
contiendra le centre. Donc sa trace verticale p'o' , perpen- 
diculaire au milieu*// de s'A', contiendra' la projection 
verticale du centre; et l’intersection o' des lignes p'o' et 
o"o' sera la projection verticale de ce centre O. Si on tire 
les droites oA et o' A', elles feront les projections d’un 
rayon, dont on construira aisément la vraie grandeur o'r. 

1Q6. Remarque. Les projections de tous les points situés 
d^ns l’intérieur de la sphère circonscrite sont comprises 
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dans les cercles décrits des points o et o' comme . centres, 
avec le rayon o'r ; par conséquent, ces cercles peuvent être 
regardés comme les projections des contours apparents de 
la sphère, relatifs à chacun des plans de projection. 

' • PROBLÈME XXXVI. 

’ * I. 1 

■f" Inscrire nne sphère dans une pyramide triangulaire. • 

107. Le centre de la sphère inscrite dans la pyramide 
donnée doit se trouver à égale distance des quatre faces de 
cette pyramide ; par conséquent ce centre est à l’intersec- 
tion des plans qui divisent les six angles dièdres de la pyra- 
mide , chacun en deux parties égales. Pour le déterminer, 
il faut prendre trois de ces six plans bissecteurs , pourvu 
toutefois qu’ils ne passent pas par le môme sommet de la 
pyramide (car, dans ce cas, ils se couperaient suivant une 

droite), et chercher leur point d’ intersection. , * 

* 

Afin de simplifier les constructions, on prend, comme 
dans le problème qui précède, la base ABC de la pyramide Fig. 142. 
pour plan horizontal de projection. 

Si on considère les trois plans bissecteurs des angles diè- 
dres qui ont pour arêtes les côtés de cette base, on recon- 
naît que ces plans forment, par leurs intersections, un té- 
traèdre OABC, ayant même base que la pyramide donnée 
et dont le sommet O, intérieur h la pyramide, est le centre 
de la sphère demandée. Il^uit de là que la section de ce 
tétraèdre par un plan horizontal quelconque x'y' , sera un 
triangle ayant scs Côtés respectivement parallèles à ceux 
de la base ABC; donc les projections horizontales de ces 
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côtés seront-des parallèles ab, ac, bc,h AB, AC, RC. Si 
ces projections étalent connues, le problème serait résolu. 
En effet, les prolongements des droites An. Bft, Ce, étant 
les projections horizontales des arêtes OA, OB, OC de la 
pyramide OABC , devront se couper en un point o, projec- 
tion horizontale du centre O de- la sphère inscrite ; et les 
projections verticales correspondantes A'a', B 'b'. Ce' de- 
vront pareillement concourir en un point o', projection ver- 
ticale de ce centre. i 

La question est donc réduite à construire la projection 
horizontale abc de la section faite dans la- pyramide OABC 
par le plan horizontal x ’tf . . . • 

Pour déterminer le côté bc, ou suppose qu’on mène, 
par le sommet S de la pyramide , un plan vertical perpen- 
diculaire à BC. Ce plan coupe la base ABC et la face 
SBC de la pyramide suivant des droites sp, S p perpein 
diculaires à BC, et dont l’angle Sps mesure l’inclinaison 
des plans. ABC et SBC; de sorte que si l’on conçoit la bis- 
sectrice de cet angle, elle appartiendra à la face OBC du té- 
traèdre OABC. Cela posé, on fait tourner le plan Sps autour 
■ de la verticale Ss de manière à le rendre parallèle au plan 
vertical de projection. Alors sp se projette sur la ligne de 
terre ea-»"p'=sp, l’hypoténuse Sp se projette sur s'p', et 
la bissectrice de l’angle Sps a pour projection la bissectrice 
de l’aïigle.s'p's". Actuellement, si on conçoit le triangle 
s's"p' rétabli dans sa première position , il est évident que 
le point m', où p'm' rencontre x'y', se placera en un point 
qui sera l’intersection du plan horizontal x'y' avec la bis- 
sectrice. de l’angle Sps, et qui se projettera en m. Donc, 
eq menant par ce point m une parallèle bc à BC , on aura 
le premier côté du triangle abc- 
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On construira de la mémo manière les projections ab , ac 
des intersections du plan x'y' avec les deux plans O AB, 
OAG. Le triangle abc étant construit, on obtiendra, comme 
ou l’a expliqué, les projections v et o' du centre O de là 
sphère inscrite ; et, si la construction est bien faite, la droite 
oo’ sera perpendiculaire h xy. 

La sphère est tangente, au plan horizontal ; donc son 
rayon est égal à o'o", élévation du centre au-dessus de 
ce plan. ' 


PROBLÈME XXXVH, 

Construire une sphère tangente aux quatre faces d’un tétraèdre. 


d08. Ce problème est la généralisation du précédent. 
Si l'on suppose, en effet, que les quatre plans qui compo- 
sent les faces d’un tétraèdre soient indéfiniment prolongés, 
on pourra se proposer de chercher toutes les sphères qui 
touchent à la fois, ces quatre plans. 

Afin de déterminer, en premier lieu, quel peut être le 
nombre de ces sphères, observons que le plan de la base 
ABC du tétraèdre , prolongé iudéfiniment, forme, avec les 
trois autres faces-, six angles dièdres dont trois sont inté- 
rieurs, et dont les trois autres sont extérieurs. 

Pour qu uu point soit également distant des quatre faces 
du tétraèdre, il faut qu’il soit situé sur trois des plans 
bissecteurs de ces six angles dièdres. Si donc P, Q, R 
sont, les plans bissecteurs des angles intérieurs, et que 
P', Q', IV soient les plans bissecteurs des angles extérieurs, 
il y aura autant de sphères satisfaisant à la question , qu’il 
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y aura çle points déterminés par les combinaisons suivantes 
des plans bissecteurs : • • ' 

P, Q, R; P, Q, R'; P, Q', R'; P', Q', R'~ 

Q, R, P'; Q, R', P'; 

R, P, Q'; R, P', Q'. 

Le nombre de ces points, et par conséquent le nombre 
des sphères cherchées, est donc au plus égal -à huit. 

109. La sphère déterminée par les plans P, Q, R, c’est- 
à-dire la sphère inscrite au tétraèdre , existe toujours. 

Il ên est de même pour les quatre sphères déterminées 
par les plans 

P, Q, R'; 

.Q, R, P'; 

R, P, Q'; 

P', Q', R', • 

que l’on appelle sphères ex-inscrites, et qui sont telles, 
que chacune d’elles touche une des faces du tétraèdre et 
les prolongements des trois autres faces. 

Considérons , par exemple , les trois plans bissecteurs 
P', Q', R'. Il est évident que chacun de ces plans fait, 
avec le prolongement de la face ABC, un angle dièdre aigu; 
conséquemment, ces trois plans ne peuvent se couper deux 
à deux suivant des droites parallèles, de manière à former 
les faces d’un prisme triangulaire : donc ils se coupent en 
un seul point , centre de la sphère ex-inscrite suivant la face 
ABC. La même démonstration s’appliquerait aux sphères 
ex-inscrites suivant les trois autres faces, et il est facile de 
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reconnaître que leurs centres seraient donnés par les com- 
binaisons 

P, Q, R'; 

Q, R> P'; 

R, P, Q'; 

des six plans bissecteurs. • ! 

110. Considérons maintenant le tétraèdre ABCD, et sup- Fie. 166. 
posons que l’on prolonge ses différentes faces ainsi que 
l’indique la figure; il est clair que l’on obtiendra deux es- 
paces indéfinis BCEFGH, ADIKLM, terminés chacun par 
quatre plans , et s’appuyant sur les deux arêtes opposées 
BC, AD. Ces espaces, dont la forme est assez bien indiquée 
par celle d’un comble à quatre pentes, ont été désignés 
sous les noms d 'angles prismatiques et de bi-angles. On 
comprend que, dans certains cas, une sphère puisse être 
inscrite dans un angle prismatique. Il semblerait, d’après 
cette considération, que le nombre des sphères inscrites 
dans les six angles prismatiques obtenus en considérant 
ces trois couples d’arêtes opposées, puisse s’élever à six ; 
mais il est aisé de démontrer que si l’on peut inscrire une 
sphère dans l’angle prismatique BCEFGH , on n’en pourra 
pas inscrire dans l’angle prismatique opposé, et réciproque- 
ment. 

En effet, quelle que soit la position de la sphère cherchée, 
son centre doit se trouver sur les plans bissecteurs des 
angles dièdres intérieurs dont les arêtes sont AD et BC. 

Le premier plan bissecteur rencontre l’arête BC en un poiut 
U situé entre B et C. De même , le second plan bissecteur 
rencontre AD en un point V, situé entre A et D. Le centre 
cherché doit donc se trouver sur la droite UV , intersection 
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des deux flans bissecteurs. Ce centre doit aussi se trouver 
sur le plan R', bissecteur de l’angle dièdre extérieur ayant 
pour arête AB ; d’ailleurs une droite ne peut rencontrer un 
plan qu’en un seul point ; donc, etc. 

• On peut observer encore que le plan R' est extérieur au 
tétraèdre, dans lequel est située la droite UV ; donc le 
.centre de la sphère dont il s’agit sera sur le prolongement 
de .UV, soit en, 0', dans l’angle prismatique BCEFGH, 
soit en 0", dans l’angle prismatique ADIKLM. 

S’iUrrïve que le plan R' soit parallèle à la droite UV, alors 
le centre de la sphère est transporté à l’infini, ou plutôt 
cette sphère n’existe pas. 

Au lieu de déterminer le centre 0' ou le centre 0" par 
l’intersectiou du plan P passant suivant BC , du plan 
R' passant suivant AB et du plan bissecteur ÀDU, on 
pourrait l’obtenir au moyen de la combinaison des plans 
P, R' et Q'; en supposant que Q' soit le plan bissecteur 
4e l’angle dièdre extérieur dont l’arête est AC. Nous 
retombons ainsi sur la combinaison P, R', Q', indiquée 
plus haut. 

Nous voyons donc qüe les sphères déterminées par les 
combinaisons ’ ‘ 

P, R', 

Q, P', R', 

R, Q', P', 

peuvent, en tout ou en partie, ne pas exister ; c’est-à-dire 
que le nombre des solutions du problème petit être réduit 
à cinq. Mais peut-il s’élever à huit, à sept ou même à six ? 
C’est ce qu’il convient d’examiner. Il faut bien remarquer 
eu effet que, dans les développements précédents, rien ne 
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prouve qu’en généralJa droite. UV rencontrera le plan R', 
ou, ce qui est même chose, que les plaus P, R', Q' se 
couperont en un' point unique. * 

111. Afin d’éclaircir cptte partie de la question, nous 
commencerons par démontrer la proposition suivante. 

Théorème I. — Dans tout tétraèdre, le plan bissecteur 
de chaque angle dièdre partage l’arête opposée en deux 
segments proportionnels aux aires des faces adjacentes. 

Considérons , par exemple , le plan AUD, qui divise' en 
deux parties égales l’angle dièdre intérieur dont l’arête est 
AD. Il s’agit de démontrer que 

BU_C 

èèVtfs. CU~B\ ^ vê •*. . > 

en représentant I’aife d’une face par la lettre qui indique 
le sommet opposé à cette face. 

Projetons la figure sur un plan quelconque, perpendicu- 
laire à AD. Celte droite aura pour projection un point I; Fig. 167. 
et les plans ABD , AUD , ACD, étant perpendiculaires au 
plan de projection, auront pour traces des droites IB', IU', 

IC' telles, que IU' sera la bissectrice de l’angle formé par 
IB' et IC'. Enfin, la droite BUC se projettera suivant une 
droite B'U'C'. 

Cela posé, le théorème de géométrie élémentaire donne 

B 'U' B'I 

c'U'-c'i; 

Mais il est clair que B'U', C'U' sont des droites pro- 
portionnelles à BU, CU, et que B'I, C'I sont égales, 
respectivement, aux perpendiculaires abaissées ,des points 
B , C sur la base AD des triangles ABD , ACD. La pro- 
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portion précédente revient donc à celle qu’il s’agissait de 
démontrer. 

Fie. 166.* 112. Supposons qu’après avoir mené la droite UV, dé- 
terminée par les proportions 

BU G AV_D ‘ 

CU — B* DV A’ 

on mène, semblablement, la droite ST, qui rencontre les 
arêtes opposées AB, CD, de manière que 

AS B DT_C 
BS A’ CT""D’ 

D’après ce qui précède, chacune de ces droites doit contenir 
le centre de la sphère inscrite au tétraèdre; donc, puisque 
ce centre existe toujours, les deux droites se coupent. De 
là, ce théorème : 

Théorème II. — Les droites qui partagent les arêtes op- 
• posées d'un tétraèdre, chacune en deux segments additifs 
proportionnels aux faces adjacentes à ses deux extrémités, 
se coupent toutes les trois en un même point, centre de la 
sphère inscrite au tétraèdre. 

113. Du reste, on peut démontrer directement que les 
droites UV, ST se coupent, en observant que les propor- 
tions précédentes donnent 

AV.DT.CU.BS = AS.BU.CT.DV. 

114. Aulièu départager les arêtes en segments additifs, 
supposons qu’on les partage en segments soustractifs, de 
manière à satisfaire aux proportions 

AX/_C DY'_jB DT' C A£B B 

CX'~A’ BY'“D’ CT'“D’ BS' A’ 
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Comme ces proportions donnent 

AS'.BY'.CX'.DT'=AX'.BS'.CT'.DY', 
on conclut encore que les droites S'T' X'Y' sont dans un 
même plan. Donç, en général, elles se couperont en un 
même point O', situé aussi sur la- droite VU. Ce point 
sera le centre de l’une des sphères inscrites dans les angles 
prismatiques. 

145. Pour que cette sphère n’existe pas, il faut que les 
droites UV, X'Y', lesquelles sont toujours dans un même 
plan, soient parallèles entre elles. Cherchons dans quel cas 
aura lieu ce parallélisme. 

Les proportions 

AX' C CT_D DV_A 

CX' A’ DT C’ AV D • • 
donnent AX'.CT.DV=CX'.DT.AV; 

ainsi, les points X', T, V sont en ligne droite, et AVX' est 
un triangle. A cause de la transversale DTC, nous aurons 
donc , AC.TX',DV= AD.VT.CX'. 

De même, UTY' estuue droite; et le triangle BUY', coupé 
par la transversale DTC, donne 

BC.UT.DY' = BD.TY'.CU. 

Maintenant, les deux droites VU, X'Y' étant supposées pa- 
rallèles, on a 

VT TX/ 

ÜT~ TŸ ; ‘ 

Si on multiplie membre à membre les deux premières 
égalités, et qu’on ait égard à cette dernière, on obtient 
AC.BC.DV.DY — AD.BD.CU.CX' 

AC BC AD BD 
ou CX'"CÙ DV'DY' - 
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Mais , ainsi qu’il est aisé de le reconnaître , 

AC _C— A BC B+C AD A+D BD D— B 

CX 7 ~~A~’ CÜ“~B“' DV — A ’ DY' B ; 
donc (C— A) (B+C) = (A+D) (D-— B) , 

C— À_A+D_C+D 
D— B — B+C ~ " C+D' • 

Cette proportion exige que A+D=B+C. • 

* Ainsi, pour que la sphère O' disparaisse, il faut et il 
suffit que la somme des aires des faces qui ont AD pour 
arête commune, soit équivalente à la somme des deux au- 
tres faces. 

116. Nous avons supposé, dans tout ce qui précède, que 
l’on n’a pas, à la fois, C=A et D=B. Si ces deux condi- 
tions étaient vérifiées, les points X' et Y' seraient trans- 
portés à l’infini, aussi bien que la sphère 0'. En même 
temps, comme les sommes A+B et C+D seraient égales, 
la sphère inscrite dans l’un des angles prismatiques ayant 
pour arêtes AD ou CD, aurait un rayon infini. C’est-à-dire 
que le nombre des sphères tangentes aux quatre plans se- 
rait réduit à six. 

117. Eu résumé : 

1° Quand la somme des aires de deux des faces du té- 
traèdre est égale à la somme des aires des deux autres faces, 
les sphères de, la troisième espèce se réduisent à deux; 

2° Si les faces du tétraèdre sont équivalentes deux à 
deux, il n’y a plus qu’une sphère de la troisième espèce; 

3° Enfin, si les quatre faces du tétraèdre sont équiva- 
lentes entre elles, les sphères inscrites dans les angles pris- 
matiques se transportent toutes les trois à l’infini. 
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On vérifie ces conclusions en cherchant les relations qui 
existent entre les rayons des trois sphères , les aires des 
faces, et le volume V du tétraèdre ; ces relations sont 

=fcV=|R,(A+B-C-D), 
dbV=U i (A+C-B- D), 

O • 

±V=4ll,(A-fD— B-C). 

O 
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CHAPITRE VI. 

Exercice*. 


« 

PROBLÈME XXXVIII. 

Connaissant l’une des projections d’un pointjsitné dans un plan donne, trouver 
la position qu’occupe ce point, lorsqu'on rabat, sur le plan horizontal, le 
plan donné, 

Fms. 144. 118. Soit o la projection horizontale donnée. Nous com- 

mençons par chercher la projection verticale correspon- 
dante o'. 

• • 

Pour avoir ensuite le rabattement du point O sur le plan 
horizontal, on observe que ce point, en tournant autour de 
la trace horizontale ax, décrit dans l’espace une circonférence 
dont le plan est perpendiculaire à ax, dont le centre est le 
pied de la perpendiculaire abaissée du point O sur cette 
droite, et dont le rayon est égal à cette perpendiculaire. Si 
donc, de la projection horizontale o, nous abaissons ohg 
perpendiculaire à ax, le point h, où ces deux droites se 
coupent, sera le centre de la circonférence décrite par le 
point O ; et le rabattement cherché sera situé sur hg, à une 
distance du point h égale à Où. D’ailleurs, cette dernière 
distance se construit facilement à l’aide d’un triangle rectan- 
gle hoO'. On obtient donc, pour rabattement du point O, le 
point O". 
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149. Remarque. La projection horizontale o d’un point 
O situé dans un plan axa', et le rabattement O" du point 
O sur le plan horizontal, sont toujours sur une même per- 
pendiculaire oO" à la trace horizontale ax du plau axa'. 

PROBLÈME XXXIX. 

Connaissant le rabattement d’an point situé dans un plan donné, construire 
les deux projections de ce point. 

420. On suppose que le plan axa', ayant tourné autour Fig. 145. 
de sa trace horizontale ax, pour se rabattre sur le plan 
horizontal , le point O du plan axa' soit venu eu O"; et l’on 
demande les deux projections de ce point O. 

Pour cela, on abaisse O "h perpendiculaire sur la trace 
horizontale ax, et on observe que la projection horizontale 
o du point O doit se trouver sur cette perpendiculaire. Si on 
considère ensuite le triangle rectangle O oh, on connaît, dans 
ce triangle, l’hypoténuse O/t égale à O'h, et l’angle O ho 

I * 

égal à l’angle 0 que forme le plan donné axa' avec le plan 
horizontal. Or, cet angle 0, ainsi que nous l’avons vu plu- 
sieurs fois , s’obtient facilement en construisant le rabatte- 
ment lin de l'intersection du plan donné avec le plan hmm', 
perpendiculaire à xa. 

Si doue l’on porte sur hn une longueur hO'—hO", et si 
l’on abaisse O 'o perpendiculaire à hm , le triangle O 'oh 
sera égal au triangle Ooh , et le pied o de la perpendicu- 
laire O ’o sera la projection horizontale du point O. 

La projection verticale du point O doit d’ailleurs se trou- 
ver sur oo" perpendiculaire à xy, et à une distance de cette 
droite égale à Oo. 
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PROBLÈME XL. 

Connaissant l’une des projections d’une droite située dans un plan donné, 
trouver le rabattement de celte droite. 


Fig. 146. 121 . Soit bc la projection horizontale de la droite don- 

née, située dans le plan axa'. Il est évident que pour obte- 
nir le rabattement de cette droite sur le plan horizontal, 
il suffit de déterminer les rabattements de deux de ses 
points , et de les joindre par une ligne droite. Afin de 
simplifier les constrnctions, on choisit, pour ces points, 
’ ' . les traces de la droite, parce que la trace horizontale c, 
appartenant h la trace horizontale du plan donné axa', est 
elle-même son rabattement, et que l’on n’a plus qu’à dé- 
- terminer le rabattement B' de la trace verticale b' de la 

droite donnée. On obtient ainsi BV pour le rabattement 
de cette ligne. 


* 


PROBLÈME ELI. 

Connaissant le rabattement d’une droite située dans un plan donné, 
construire les deux projections de cette droite. 


¥ *4 


Fig. 146. 122. Soit cB' le rabattement , sur le plan horizontal, 

d’une droite située dans le plan donné axa'. Si on cherche 
les projections horizontales et verticales de deux points 
, quelconques de la droite rabattue cB' (problème XXXIX), 

et qu’on joigne par des droites ces projections horizontales 
et ces projections verticales, il est évident qu’on obtiendra 
' les projections de la droite cherchée. Afin de simplifier les 
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constructions, on prend, pour l’un de ces points, la trace 
horizontale c de la droite. 


v . 


PROBLEME XX.II. 


Trouver, sur une droite donnée, un point dont la distance à un point donné 
soit égale à une longueur donnée. 


123. Soiento, o'et bc, b'c ' les projections dupointdouné Fig. 147. 
et de la droite donnée. Par ce point et cette droite on fait 
passer un plan axa' que l’ou rabat sur le plan horizontal 
en le faisant tourner autour de sa trace horizontale. On dé- 
termine les rabattements O et cil du point et de la droite. 

On décrit ensuite du point O comme centre, avec un rayon 
égal îi la longueur donnée, un arc de cercle qui coupe cB 
en deux points M et N. Ces points sont les rabattements ’l 

de deux points satisfaisant à la question, et dont les pro- 
jections m, m' et n, n' s’obtiennent facilement. 




PROBLÈME XLIXX. 


Mener à une droite donnée , située dans un plan donné , une parallèle 
qui en soit distante d’une longueur donnée. 


124. Soient bc, b'c' les deux projections delà droite Fig. 14S. 
donnée, laquelle est située dans le plan axa'. On cherche le 
rabattement cB de cette droite sur le plan horizontal. On 
mène A/i parallèle à cB et à une distance égale h la lon- 
gueur donnée /; cette ligne est le rabattement de la parallèle 
demandée; de sorte que le point k, où kp reucoutre la trace 
horizontale ax du plan axa', est la trace horizontale de celle 
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parallèle. Le point k, appartenant au plan horizontal, a 
t pour projections k et k'; doue les droites kq et k'q', me- 

nées ppr les points k et k’ parallèlement à bc et b'c', sont 
. les deux projections de la droite cherchée. 

Le problème admet toujours deux solutions. 

PROBLÈME JCX.IV. 

Mener un plan parallèle à nn plan donné, et qui en soit distant 
d’une langueur donnée. 

Fig. 149. 125. Coupons le plan donné axa’ par un plan bfib', per- 

pendiculaire à la trace. horizontale ax, et, par conséquent, 
perpendiculaire au premier plan. Soit mn le rabattement , 
sur le plan horizontal, de l’intersection de ces deux plans. Si 
nous menons pq parallèle à vin, de manière que leur dis- 
tance soit égale à la longueur donnée, cette droite pq sera 
évidemment le rabattement de l’intersection du plan cher- 
ché et du plan auxiliaire bfib'; et le point p, où pq coupe 
6/3, appartiendra à la trace horizontale du plan cherché. Ce 
plan est donc cyc'. 

11 est clair que le problème admet une seconde solution. 

PROBLÈME ZLV. 

Trouver les projections d’une circonférence passant par trois points donnés. 

Fig. 151. 126. Soient (a, a'), (b, b') et (c, c r ) les trois points don- 

nés. On fait passer un plan mxin’ par ces trois points, puis 
on fait tourner ce plan autour de sa trace horizontale m x , 
afin de le rabattre sur le plan horizontal de projection ; et on 


Digitized by Google 


DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 


413 


détermine les rabattements A', B', G' des trois .points don- 
nés. On décrit ensuite la circonférence qui passé par ces 
trois points ; et il ne s’agit plus que de revenir du rabatte- 
ment aux deux projections. ' 

Or, si l’on prend, sur la circonférence O', un certain 
nombre de points M', N', P'...; qu’on cherche les projec- 
tions correspondantes m', n' p'...\ enfin, qu’on unisse les 
deux séries de points ainsi obtenus, par deux traits continus- 
mnp..., m'n'p'...; ces deux ellipses mnp..., m'n'p'... se- 
ront les projections cherchées (*). 

Pour compléter l’épure, on construit les projections o, o' 
du centre de la circonférénce. Ces deux points sont les 
centres des ellipses correspondantes. 

427, Cas particuliers. i°Les projections horizontales des 
trois points donnés sont situées sur une même droite paral- 
lèle à la ligne de terre. 

Les projections horizontales a, b, c de ces trois points Fm. 452. 
étant sur une parallèle à xy, le plan de la circonférence 
cherchée est parallèle au plan vertical; donc elle se pro- 
jette sur le plan vertical en véritable grandeur ; et sa pro- 
jection horizontale est dirigée suivant la droite abc. 

2° Les projections horizontales des trois points donnés 
sont sur une même droite non parallèle à la ligne de terre. 

On ramène ce cas à celui qui précède en faisant tourner, 
le plan vertical des trois points autour de la verticale (a, oca'), Fig. 453. 
jusqu’à ce qu’il, soit devenu parallèle au plan vertical de 
projection. 

(*) Voir la note a la fin de l’ouvrage. 
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PROBLÈME XL VI. 

•* ». 

mener une droite qui faane , avec la ligne de terre , 
un angle donné. 

128. Supposons le problème résolu, et faisons tourner la 
154. droite cherchée (oa, o'a), autour de la ligne de terre, jus- 
qu’à ce qu’elle se rabatte sur le plan horizontal. Dans ce 
mouvement, le point a, oit cette droite rencontre xy, ne 
variera pas. D’ailleurs, le point donné (o, o').se rabat en m, 
à une distance de la ligne de terre , égale à l’hypoténuse 
d’un triangle rectangle dont les côtés de l’angle droit se- 
raient oh et o’h. Si donc, par ce point m, nous menons une 
droite ma qui coupe xy sous l’angle donné, nous obtiendrons 
le point inconnu a. 

t ■ 

PROBLÈME XL VII. 

Par ut) point donné, mener nne droite qui coupe, sous un angle donné, 
une droite donnée. 

129 . Ce problème est la généralisation dé celui qui pré- 
cède. Pour le résoudre, on fait passer un plan par le point 
O et par la droite AB ,* on rabat ce plan sur l’un des plans 
de projection ; par le rabattement du point O on mène une 
droite qui coupe , sous l’angle donné , le rabattement de 
AB : la droite ainsi tracée est le rabattement de celle que 
l’on cherche. Il ne reste plus qu’à revenir du rabattement 
aux projections. Les constructions sont effectuées dans la 
figure 150. 

Le problème admet évidemment deux solutions. 


Par un point donné , 


Digitlzed by Google 



DE èftOtfÊffttB DESCRlMlVE. 


tlfc 

PROBLÈME XlaVXXS. 

Connaissant la prtijeetiort sertleaia d'ttM droite, un de ses points, et Pahgte ■ 
qu’elle fait »>« le plan horitonlal , construire tt projection horiionlslt. 

150. Soit a'b' la projection verticale dé ia droite, et Fig. 157. 
soient o , o' les deux projections de i’ud de ses points. Il est 

clair que la droite sera déterminée quand on Connaîtra sa 
trace horizontale a. 

Or, si l’on conçoit qu’on joigne le point a au point 
donné O et à sa projection horizontale o, on obtiendra un 
triangle Ooa rectangle en o, datls lequel on connaît le côté 
Oo=o'h, et l’angle O ao=û. Si on mène, dans le plan verti- 
cal, la droite o'k sous l’inclinaison o'kh=Q, \e triangle o'kh 
sera égal au triangle Ooa, et le côté hk sera égal à la dis- 
tance oa. Donc, si du point o comme centre, avec hk pour 
rayon, on décrit un arc qui coupe la perpendiculaire a'm ea 
a, ce point sera la trace horizontale de la droite demandée. 

Par suite, la projection horizontale de cette droite sera 
la ligne aO t 

151. Remarque. Le problème admet généralement deux 
solutions i il peut n’en admettre qu’une ; il peut être im* 
possible. 

PROBLÈME XUX. 

Par un point donné, mener nne droite qui fasse avec le plan horizontal un angle 
donné, et qni rencontre une droite donnée, située dans ce ptan. 

132. Ce problème he diffère du précédent qu’en cé quels 
trace horizontale c de la droite cherchée, au lieu de se troii'- 
ver sur une droite aa', perpendiculaire à la ligne de terre 
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(fig. 157), doit être située sur une droite donnée' ab (fi- 
gure 158). 

133. Discussion. Lorsque la circonférence décrite du 
point o comme centre, avec hk pour rayon, coupe la droite 
donnée ab en deux points c et d, c.omme cela a lieu dans la 
\ figure, il y a deux droites, (oc, o'c') et (od, o’d'), qui satis- 
font à. la question. Lorsque la circonférence est tangente à 
la droite ab, le problème n’admet qu’une solution Enfin, il 
est impossible lorsque la circonférence ne rencontre pas la 
droite ab. 

t * « 

PROBLÈME L. 

Par un point donné , mener une droite qui fasse , avec un plan donné , un angle 
donné , et qui rencontre une droite donnée, située dans ce plan. 

Fig. 159. • 134. Soient o, o' les deux projections du point donné O; 
et supposons qu’il s’agisse de mener, par ce point, une droite 
qui fasse avec le plan axa' un angle 6, et qui rencontre la 
droite (bc, b'c'), située dans ce plan. Abaissons du point O 
une perpendiculaire (op, o'p') sur le plan axa', et cher- 
chons le pied (p, p') et la vraie grandeur p'k' de cette 
perpendiculaire. Concevons ensuite , comme dans le pro- 
blème précédent, qu’on joigne le point inconnu M, où la 
droite demandée rencontre Ja droite (bc, b'c'), au pied 
P de la perpendiculaire dont il Vient d’être question : 
nous obtiendrons un triangle rectangle facile à construire» 
En effet, il suffit d’élever à xy la perpendiculaire rs=p'k' 
et de mener la ligne sq sous l’inclinaison sqr=9; on forme 
ainsi un triangle sqr dont le côté rq est égal au côté PM 
du triangle OPM. 

Maintenant que l’on connaît la distance du point P au 
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point inconnu M ; pour déterminer ce dernier point, on fait 
tourner le plan axa' autour de sa trace horizontale ax, on 
le rabat sur le plan horizontal , et on cherche les rabatte- 
ments P' et cB' du point P et de la droite (bc, b'c'), Puis 
du point P' comme centre, avec P'M'=rg pour rayon, on 
décrit un art: de cercle qui coupe cB' en M'. Ce point M' 
est le rabattement du point demandé M. Par conséquent, si . * K 
on cherche ses projections m, m', il suffira de les joindre 
aux points o,o', pour obtenir les projections cherchées om, 
o'm'. • 

PROBLÈME U. 

’ Par un point donné, mener une droite qui fasse, avec un plan donné, • 
an angle donné, et qui rencontre nne droite donnée. 

135. Par le point donné O et par la droite donnée AB* Fig. 169 
faisons passer un plan; soit CD l’intersection de ce plan 
avec le plan donné P. En second lieu, abaissons du point 
O une perpendiculaire sur le plan P, et soit I le pied de cette 
droite. Enfin, supposons que la droite cherchée rencontre CD 
en un point M. Dans le triangle OIM, rectangle en I, l’angle 
OMI est égal à l’angle donné 9, et le côté 01, distance d'un 
point donné à m plan donné, peut être facilement déter- 
miné. Nous pouvons donc 'construire un triangle 0,I,M, 
égal à OIM, et obtenir la grandeur du côté égal h IM. Il 
suffira ensuite, pour obtenir le point M, de trouveV la ren- 
contre de la droite CD avec une circonférence de rayon tM, 
décrite du point I eomme centre. C’est ce qui se fait aisé- 
ment au moyeu d’un rabattement. . . ' > 
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PROBLÈME LU. 

P« dr pfiat donné, mener «ne droite qui faste, avec les plans de projectiM, 
des angles donné». 

. * ,• •, . . • *. 

Fl». ,160. 156. 1° Supposons que le point dopnè (a, a!) appartienne 

au plau vertical ,' et qu’on veuille mener par ee point une 
droite qui fasse un angle « avec le plan horizontal et un angle 
j3 avec le plan vertical. Cette droite forme, avec sa projection 
horizontale et avec aa', un triangle rectangle dans lequel on 
connaît le côté m' et l’angle opposé à ce côté, lequel est « 
égal à «. Pour rabattre ce triangle en vraie grandeur sur le 
plan vertical, il suffit de mcne.r U ligne u'h sous l’inclinai- 
son a'ha^=x. Cette ligne a'h est la vraie lougueur de la 
partie de la droite demandée, comprise entre les deujt plans 
de projection, . • ■ • . , . 

Cette même droite forme, avec sa projection verticale et 
avec bb\ np autre triangle rectangle, dont, l’hypoténuse 
égale «% et dans lequel l’angle aigu adjacent au sommet «' 
est égal à /3, Par conséquent, pour construire un triangle 
hka' égal à u'b'b, il suffit de décrire, sur ha' comme dia^ 
mètre , une demi-cireoeférence , àe mener a'k sous l’iucli- 
naison ka'k^fi, et en tin de tracer hk, Cela posé, en dé’ 
privant l’arc kb' du point a' comme centre et tirant b'a', 
on obtient la projection verticale de la droite demandée j 
puis, en élevaut b'b, perpendiculaire à xy, décrivant l’arc 
hb du point a comme centre, et joignant ab, ou obtient la 
projection horizontale de cette droite. : . , 

• Comme vérification, il faut que bb' soit égal à hk. 

2° Si le point donné, au lieu d’être situé sur le plan ver- 
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tical, avait une position quelconque (p,p'), il suffirait, pour 
résoudre- la question, de mener les droites pq, p*q' respec- 
tivement parallèles à ab, a'b'. w . 

PROBLÈME ZJCXX. • 

Étant données les projections horizontales et les (races horizontales de déni 
droites, arec l’angle de ce» droites, trouver les projections verticales. 

137. Soient ab, cd les projections horizontales des deux Fio. 161 . 
droites, et b, d leurs traces horizontales. Les doux droites 
se coupent dans l’espace en un point O, projeté horizon- 
talement au point o où se .coupent leurs projections hori- 
zontales. Si ou mène op perpendiculaire à la droite bd qui 
joint les traces horizontales des deux droites, et que l’on 
décrive sur bd un arc capable de l’angle donné, le point O", , , 

où ces deux lignes se coupent, peut être regardé comme le 
rabattement du point O, après qu’on a fait tourner le triangle 
bOd autour de sa base bd. On détermine , par ce moyen, 
la droite 0"p, égale à la hauteur Op du triangle bOd. Or, 
cette hauteur est l’hypoténuse d’un triangle rectangle O op, 
dans lequel on connaît le côté op; si donc on mène oO' 
perpendiculaire «à op, et que du point p comme centre, avec . 
pO'— Op pour rayen, on décrive un arc de cercle qui coupe 
oO' en O', on obtiendra le rabattement O'op du triangle Oop. 

Donc le côté O ’o est égal à Oo, c’est-à-dire à l’élévation du 
sommet de l’angle des deux droites au-dessus dtt plan hori- 
zontal. Si donc on prend o“o'=oO', le point- »' sera la pro- 
jection verticale du point de rencontre des deux droites. 
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PROBLÈME UV. 

Construire un plan, connaissant sa trace horizontale et l’angle qu’il fait 
arec le plan horizontal, de projection. 

Fig. .162. 138. Supposons que ax soit la trace horizontale du plan 

qu’il s’agit de construire. En un point quelconque m de «ta, 
menons un plan mpa' perpendiculaire à «a; il coupera le 
plan cherché suivant une droite qui a pour trace horizontale 
le point m, qui fait avec mp l’angle donné 0, et qui perce 
le plan vertical- en un point inconnu a'. Pour déterminer ce 
. point, on peut rabattre le triangle rectangle mpa' sur le 
plan horizontal ; il suffit, pour cela, d’élever sur mp la per- 
pendiculaire pr, et de mener la droite mr sous l’inclinaison 
rmp == 0. On obtiendra donc le point a 1 en décrivant un 
arc de cercle du poiht p comme centre, avecpr pour rayon. 

139. Remarque. Ce problème se déduit immédiatement 
du problème XXIII; il en est de même du suivant. 

PROBLÈME X.V. 

I 

Construire un plan, connaissant sa trace horizontale et l’angle qo'H fait 
avec le plan vertical de projection. • 

Fig. 162. 140. Soit a<x la trace horizontale du plan. Pour trouver sa 

trace verticale, d’un point m pris à volonté sur la trace 
horizontale ax, on abaisse ms perpendiculaire à xy, et on 
mène mk sous l'inclinaison mfcs=x0. Enfin, du point s comme 
centre, avec sk pour rayon, on décrit un arc de cercle, au 
quel on mène une tangente par le point «. Cette tangente 
sera la trace verticale du plan. 
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141. Discussion. Lorsque le point « est situé hors de la 
circonférence décrite du point s comme centre, avec sk pour 
rayon, on peut mener à cette circonférence deux tangentes ; 
et par conséquent il y a deux solutions. Lorsque le point a. 
est situé sur la circonférence, il n’y a qu’une solution, et le 
plan est perpendiculaire au plan vertical. Enfin , le pro- 
blème est impossible lorsque le point •« est situé dans l’in- 
térieur de la circonférence. • ' 

• . * • « ' T 

PROBLÈME LVI. 

Par une droite donnée, faire passer nn plan qui fasse avec le plan horizontal 
un angle donné. 

142. Les traces du plan cherché doivent passer par les 

traces a et b de la droite donnée. Pour achever de détermi- Fig. 163. 
ner ce plan, on suppose sa trace horizontale az. connue; on 
abaisse bp perpendiculaire à az, et on joint le point b' au 
point p; on obtient ainsi, dans l’espace, un triangle rectangle 
b'pb, dans lequel on connaît le côt éb'b etl’angl e'b'pb=$ 
opposé à ce côté. On peut rabattre ce triangle sur le plan 
vertical, en b'bq; et l’on détermine ainsi la vraie grandeur 
bq de la distance entre le point b et la trace horizontale 
inconnue az. On obtiendra donc cette trace horizontale en 
décrivant un arc de cercle du point b comme centre, avec 
bq pour rayon, et en menant à cet arc, par le point a, une 
tangente ap. 

143. Discussion. Lorsque la trace horizontale a "de la 
droite, donnée est située hors de la circonférence décrite du 
point b comme centre, avec bq pour rayon, il y a deux plans, 
azb’ et ff(3ô, qui répondent à la question. Quand le point a 
est situé sur la circonférence, il n’y a qu’une solution ; enfin 
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le problème est impossible lorsqué le point a est situé dans 
l’inférieur de la circonférence, 

PROBLÈME LVQ. 

Étant donnés an plan et sne droit» située dans «e plan, mener par eette droite 
un second plan qui Tasse avec le premier un angle donné. t ■ 

Fig, 164. 144. Soient bxa' le plan donné, et ab , a'b' les deux 

projections de la droite donnée. Pour mener par cette droite 
un plan qui fasse avec le premier un angle donné 9, élevons 
en un point quelconque O de cette même droite, un plan 
qui lui soit perpendiculaire. Ce plan aura pour trace horizon- 
tale Une droite ph perpendiculaire à ab, et il coupera le plan 
, donné et le plan cherché suivant deux droites qui partiront 
du point Û et qui feront en ce point l’angle 0. La première 
de ces droites perce le plan horizontal au point p, et la se- 
conde le rencontre en un point inconnu q de la ligne ph. 
Si on suppose ce point connu, on aura dans l’espace un 
triaugle pOq dans lequel on connaît l’angle pÜr/— 0, et le 
pied h de la hauteur hO; par conséquent, pour construire 
pe triangle, il suffit de déterminer sa hauteur, Or, elle est 
perpendiculaire à la droite donnée (ab, a'b'); si donc on 
rabat cette dernière droite sur le plan vertical eu a's, et 
que du point r , où se transporte le point h, on abaisse 
rk perpendiculaire sur a's, on connaîtra la vraie grandeur 
ri de la hauteur Où du triangle pOq. Prenant donc spr h b 
une longueur hm=rk, joignant mp, et tirant la ligne mq sous 
l’inclinaison qmp— 9, on obtient un triangle qmp égal au 
• triangle pûg- de l’espace, et, .par conséquent, on détermine 

le point Ç, Qe poiut étant connu, on le joint, OU point b, et ou 
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V . * 

a la trace horizontale h/3 du plan cherché. Quant à sa trace 
verticale, on l’obtient en joignant le point /3 au peint a'. 

PROBLÈME LVIXX. 

S 

Par an point donné, faire passer un plan qui fasse, avec les deux plqns 
de prqjeotjon, dés angles donnés. 

145. Supposons d’abord que le point donné (o, o’) appar- Fig. 165. 
tienne au plan horizontal; et soit oak le plan cherché, qui 
doit faire, avec les deux plans de projection, les angles dou- 
nés«et/S, * 

Du point <?, menons la droite oh sous l'Inclinaison 
oho'=zfi; le triangle oho' peut être considéré comme étant 
le rabattement de la section faite parmi plan oo'd, perpen- 
diculaire à la trace verticale inconnue ak. Conséquemment, 
cette trace verticale sera tangente à la circonférence décrite 
du point o! comme centre, avec o'h pour rayon. 

D’un autre côté, si nous imaginons par le point o' une 
verticale o'k et une perpendiculaire au plan cherché, l’angle 
de ces deux droites devra être égal à a. Or, la seconde de 
ces deux droites est située -dans le plan oo'd-, donc elle a 
pour rabattement o'm perpendiculaire à oh. Il suit de là que 
si on mène o'n sous l’inclinaison no'mzzzà, on doit avoir 
o’n=o'k. Le point h se trouve donc à l’intersection de a'k 
et de la circonférence décrite du pointo' comme centre, avec 
o'n pour rayon. En menant par ce poipt une tangente kd 
à l’arc hd, on obtient la trace horizontale koc du plan cher- ^ 
ché. Quant à sa trace verticale, on l’obtient enjoignant le 
point a. au point o. 

Si l’on suppose maintenant- que le point donné, au lieu 
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d’être situé sur le plan horizontal, occupe dans l’espace une 
position quelconque (p,p'), il suffira, pour résoudre la ques- • 
tion, de mener par (p,p') un plan bfib' parallèle au plan oxk 

PROBLÈME LIX. 

Par nn point donné , faire passer nn plan qni soit perpendiculaire à un 
plan donné, et qui fasse, avec le plan horizontal, un angle donné. 

146. Du point donné, on abaisse une perpendiculaire sur 
le plan donné ; puis on fait passer par cette perpendiculaire 
un plan qui fasse, avec le plan horizontal de projection, 
l’angle donné 0. 11 est clair que ce pfan sera perpendiculaire 
au plan donné. Par conséquent, il répondra à la question 

PROBLÈME LZ. 

Étant donnée la projection horizontale d'une droite perpendiculaire à une droite 
donnée en un point donné, trouver sa projection verticale. 

147. Supposons que AB soit une droite donnée, que 
Fon connaisse la projection horizontale d’une droite AP 
perpendiculaire à AB au point donné A, et qu’on demande 
la projection verticale de AP. Pour résoudre ce problème, 
on mènera par le point A Hn plan perpendiculaire à la 
droite donnée AB; ce plan contiendra nécessairement la 
droite cherchée AP. Par conséquent, on sera conduit à 
chercher la projection verticale d’une droite située dans un 
plan donné, connaissant la projection horizontale de cette 
ligne. (Problème IX.) 
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PROBLÈME LXI. 

Trouver l'intersection de deux plans, donnés par leurs traces horizontales 
et les angles qu’ils (ont avec le plan horizontal de projection.'’ 

A . ‘ - ' 

148. Supposons que les traces horizontales des deux 

plans P, Q soient les droites ax> 6(3, et que 0 et o> soient les p IGi jo 5. 
angles qu’ils font avec le plan horizontal. Par le point c, où se . 
coupent lés traces horizontales, faisons passer deux plans, , • 

Tun -peppendiculaire à ax, l’autre perpendiculaire à 6/ 3. Ces 
deux plans verticaux auront pour traces horizontales cd 
perpendiculaire à ax et ce perpendiculaire à 6(3; et si on 
rabat chacun d’eux auteur de sa trace horizontale, leurs 
intersections avec les plans P, Q seront des droites cf, 
cg, respectivement inclinées sur cd, ce , des angles 0, «. 
Actuellement , coupons les plans P,- Q par un plan hori- 
zontal quelconque x'y' : les projections horizontales jm, 

(fm des deux intersections se construiront très-aisément en 
considérant cd , ce comme des lignes de terre auxiliaires. 

Par suite, cm sera la projection horizontale de l’intersec 1 - 
tion des plans P, Q; et si nous menons ce’,- mm’ perpen- 
diculaire à la ligne de terre, nous obtiendrons c’m' pouf la 
projection verticale de cette même intersection. 

149. Remarque. Par la construction très-simple indiquée 
sur l’épure,, on obtient les traces verticales x a 1 , 6/3' des 
plans P, Q ; et comme on peut employer ces traces verticales 
pour déterminer l’intersection des deux plans, le problème 
comporte plusieurs vérifications. 
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problème: un. 

Connaissant les tracés horizontales de deux plans faisant entre enx un angle 
donné, ainsi que la projection horizontale de leur intersection, trouver 
les traces verticales. 

Fig. 464. 450. Soient bx, b(3 les traces horizontales des deux 

plans, et ab la projection horizontalè de leur intersection. H 
résulte de ce que l’on a vu au numéro 90, que pour trouver 
les traces verticales' des deux plans , il faut effectuée lés 
constructions suivantes : 4° mener pt] perpendiculaire à 
ab; 2° décrire sur pq un arc capable de l’angle donné 0, 
et joindre le point m , où cette ligne rencontre ab, aux 
points p et q; 5° décrire les ares de cercle bs et hr du 
point a comme centre; 4* décrire du point r comme cen- 
tre, avec ri=zfim pour rayon, un arc' de cercle, et mener 
à cet arc une tangente sfca\ partant du point s et rencon- 
trant en a' la perpendiculaire ao'à xy ; 5° joindre le point 
a' aux points a, (3 où les traces horizontales des deux 
plans rencontrent la ligne de terré. Les droites aa ' , /3a' 
sont les traces verticales des deux plans. 

451. D'iscussion. Lorsque le point s est situé hors de 
la circonférence décrite du point r comme centre avec hm 
pour rayon, on peut mener du point s deux tangentes k cette 
Circonférence; et par conséquent le problème admet deux 
solutions. 

Lorsque le point s est situé sur la circonférence, il n’y a 
qu’une solution. 

Enfin, le problème est impossible lorsque le point s est 
situé dans l’intérieur de la circonférence. 
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< PROBLÈME LZIII. 

Connaissant la projection horizontale d'un angle trièdre tri-rectangle, 
trouver sa projection verticale. 

152, Soit s la projection horizontale du sommet de l’angle Fto. 171 . 
trièdre, et soient sa, sb, sc ies projections horizontales de 
ses trois arêtes. Si nous coupons les trois faces par un 
plan horizontal quelconque, les trois intersections seront 
projetées horizontalement suivant des droites perpendicu- 
laires aux’ projections des arêtes correspondantes. Consé- 
quemment, nous mènerons une droite quelconque bc per- 
pendiculaire à sa; puis, des points b, c, nous abaisserons, 
sur sc, sb, les perpendiculaires ba, c'a, lesquelles se Coupe- 
ront sur as (*); et ces trois droites bc ; ba, ca, pourront 
être regardées comme les traces horizontales des trois fa- 
ces de l’angle trièdre. * • ’ 

Actuellement, supposons que l’une quelconque des faces 
de l'angle trièdre, la face Sab par exemple, tourne autour 
de sa trace horizontale ab, pour se rabattre sur le plan du 
triangle abc. ■ • - • ' 

Le rabattement du sommet S devra se trouver sur le pro- 
longement de la droite es, perpendiculaire à ba. D’ailleurs, 
l’angle aSb est droit; donc ce même rabattement doit être 
situé sur la circonférence décrite sur ab comme diamètre ; 
il sera donc en s'. 


(*) Cette proposition , réciproque de ce théorème : les trois hau- 
teurs d’un triangle se coupent en un même point, se démontre trés- 
aisément au moyen de la réduction à l'absurde: 
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Connaissant le rabattement du sommet S et sa projection 
horizontale s, il nous sera bien facile d’obtenir sa projection 
verticales" Le problème peut donc être regardé comme ré- 
solu. . 

PROBLÈME UIV. 

• » . 

Trouver, sur un plan perpendiculaire à une droite donnée, le lien des pieds de 
toutes les droites qui, parlant d'un des points de la perpendiculaire, lont 
arec elle un angle donné. 

T* 

155. AB étant la droite donnée et O le point pris sur 
cette droite, cherchons le point C où la droite perce le plan 
donné P. Soit ensuite M un quelconque des points satis- 
faisant à la question. Si nous considérons le tjiangle MCO, 

‘ .1 ’ évidemment rectangle eu C, nous verrons que le côté OG 
est constant, et que l'angle aigu O est égal à l’angle donné 
0 . Conséquemment, le lieu géométrique cherché est une 
circonférence ayant pomv centre le point C., 

11 faudra donc, pour construire l’épure : 

1° Chercher les deux projections et le rabattement du 
point C, situé dans le plan donné P; 2 U construire la droite 
» OC en véritable grandeur; 5° construire un triangle rectan- 
gle OCM, connaissant le côté OC del’augle droit, et l’angle 
aigu C, égal à l’angle donné 0 ; 4° chercher les deux projec- 
. lions d’une circonférence située dans le plan P, connaissant 
¥ . * son rayon CM et le rabattement de son ceulre. 

. « PROBLÈME LZV. 


Trouver use droite parallèle à une droite donnée 
, et qui rencontre deui droites données. 

t , , - , , 

• .154 Soient AB, CD, les deux droites sur lesquelles doit 
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s’appuyer la droite inconnue , laquelle doit être parallèle à 
une droite donnée EF. 

Construisons deux plans parallèles à EF et passant, l’un 
par AB, l’autre par CD (Problème XIII). Cherchons ensuite 
l’intersection de ces deux plans : il est clair qu’elle sera la 
droite cherchée. 

155. Remarque. Le problème de la plus courte distance 
entre deux droites est un cas particulier de celui-ci (73). 
Aussi, on ^jeut modifier comme il suit la solution qui vient 
d’être indiquée , de manière à la rendre tout à fait sem- 
blable à celle du problème XXII : 

Après avoir conduit, suivant AB, un plan P parallèle 
à EF, on cherche lé point M où CD perce ce plan P. Si, 
par ce point M, on mène une parallèle à EF, ou aura la 
droite demandée. 

P&OBX.1ÙMB un. 

Par un point donné, mener une droite qui fasse, avec deui droites données, 
des angles donnés. 

156. Par le point donné O, menons des parallèles OA, 
üB, aux deux droites données, et soit OC une droite in- 
connue, qui fasse avec OA, OB, des angles respectivement 
égaux aux angles donnés : il est clair que cette droite OC 
satisfera à la question. 

Or, les trois droites OÂ, OB, OC forment un angle triè- 
dre dans lequel les deux arêtes OA, OB, sont données, et 
dans lequel on connaît, en outre, les deux faces COA, COB. 
Si les droites OA, OB étaient situées dans l'un des plans de 
projection, la question se réduirait au problème XXXI; 
mais, comme on suppose que les droites données ont des 
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positions quelconques, nous allons coustpuire l’épure de la 
manière suivante. 

Fig. 170. Soient (oa, o'a') et ( ob , o'b') les parallèles. aux- droites 
données, menées par le point donné (o, o'). Faisons tourner 
çes droites autour de la verticale passant par ce point O , 
jusqu’à ce que chacune d’elles devienne parallèle au plan 
vertical ; nous obtiendrons, pour Içurs rabattements, o'a" 
et o'b”. Menons les droites o'c,, o'c,, épies entre elles, ' 
et respectivement inclinées sur o'a", o'b", dé quantités 
égales aux deux angles donnés. Les points c>, c, pourront 
être regardés comme étant les rabattements d’un même 
point G de l’arête cherchée OC, l’un des rabattements étant 
effectué autour de OA, et l’autre autour de OB. 

Par ce point inconnue, imaginons deux plans, respecti 
vement perpendiculaires à OA et à OB. Si nous pouvons dé- 
terminer ces deux plans, leur intersection contiendra le point 
G; et, comme ce point C est distant du point O d’une lon- 
gueur égale à o'c,, nous serons ramenés au problème XLII. 

Si . l’arête OA était parallèle à son rabattement o'a", le 
premier des deux plans cherchés aurait pour traces c,a 
perpendiculaire à o'a”, et a fi perpendiculaire à la ligne de 
terre. Mais Si nous supposons que la droite OA tourne au- 
tour de la verticale passant en O, de manière à reprendre 
sa position véritable, le plan perpendiculaire à cette droite 
se mouvra de telle sorte que sa trace horizontale restera 
à une distauce constante de Y axe de rotation. Si donc, sur 
oa, nous prenons o[ 3' = o[ 3, et que nous menions |3V per- 
pendiculaire à oa, puis aV perpendiculaire à o'a', le plan 
jS'aV sera l’un des deux plans passant par le point in- 
counu G. 

Une construction analogue, donnera, pour le second plan. 
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ff v n'. L’intersection de ces deux plans est projetée suivant 

ef, if. 

Actuellement, par le point O et la droite EF, faisons 
passer un plan Xtç, puis rabattons-le sur le plan vertical 
de projection. Nous trouverons , pour rabattement du 
point 0, le point o", et ef pour rabattement de la droite 
EF (*), Si nous décrivons, du point o" comme centre, avec 
un rayon égal à oc, l’arc c"d ", il coupera la droite e'f" en 
deux points c", d", lesquels sont les rabattements, l’un du 
point cherché C, et l'autre d’un point D, qui satisfait égale- 
ment à la question. 

En revenant des rabattements aux projections, nous trou- 
vons que le point G se projette en c,c', et que le point D a 
pour projections d,d'. La droite cherchée OG est donc, fina- 
lement, représentée par pc, o'c' ; et il y a une seconde droite 
(od, o'd'), qui satisfait aussi au problème proposé. 

« . . * • U 

PROBLÈME LX VII. 

> . 

Mener nue droite qui s'appuie sur déni droites données, non situées dans un 
même plan , et qui fasse, avec ces dernières, des angles respectivement égaut 
à des angles donnés. 

4 

157. Par un point quelconque 0, menons des parallèles 
OA, OB aux deux droites données, et cherchons une droite 
OC qui fasse, avec OA, OB, des angles respectivement égaux 
aux angles donnés (problème LXVI) ■ il est clair que OC sera 
parallèle h la droite cherchée. Il suffira donc, pour résoudre 
le problème proposé, de mener une droite parallèle à OC, 
et qui rencontre les deux droites données. (Problème LXV). 

(’) Sur l'épure, on a supprimé les constructions qui donnent ees 
deux rabattements. 
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PROBLÈME UVm. 

* % i f % . V 

Trouver les points de rencontre d'une droite et d'une sphère données. 

Fig. 172. 158. Soient ab, a' b' les projections de la droite, et o,o' 

les projections du centre de la sphère. Si, de ces deux points 
pris comme centres , nous décrivons des circonférences 
*• ayant pour rayon le rayon de la sphère, ces deux lignes 
seront les projections des contours apparents de la surface, 
soit par rapport au plan horizontal, Soit par rapport au plan 
vertical. Autrement dit , les deux circonférences oc, o'c' 
pourront être regardées comme étant les deux projections 
de la sphère. ' 

Cela posé, pour déterminer les points où la droite AB 
perce la sphère , menons, suivant cette droite, un plan qui 
rencontre la sphère; et, pour plus de simplicité dans les 
constructions, choisissons l’un des plans projetants de la 
droite, par exemple, le plan vertical ab. L’intersection de 
oe plan auxiliaire et de la sphère sera une circonférence 
ayant pour diamètre la corde ef. Si donc nous pouvons 
construire les projections des points où cette circonférence 
est rencontrée par la droite AB, nous aurons résolu le pro- 
blème proposé. 

Afin de n’avoir pas à construire la projection verticale 
de la circonférence ef, projection qui serait une ellipse, fai- 
sons tourner le plan vertical ef autour de la verticale proje- 
tée en o, jusqu’à ce qu’il devienne parallèle au plan vertical 
de projection. Dans cette nouvelle position, la circonférence 
yh se projettera en vraie grandeur sur le plan vertical, sui- 
vant une circonférence ayant pour centre le point o. Quant 
, à la droite AB, comme chacun de ses points a décrit 
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une circonférence ayant son centre sur l’axe de rotation, et 
qui se projette qn vraie grandeur sur le plan horizontal, on 
obtiendra -facilement sa nouvelle projection verticale d’y. 

Actuellement, la droite d’if coupe la circonférence g'h' 
en deux points m", n", lesquels sont évidemment les i nou- 
velles projections verticales des deux points cherchés En , • 

remettant la droite AB dans sa position primitive, on ob- 
tient, pour projections de ces points, (m, m') et (n, nj. 

• ■; , ' -••»#* 

* s- • ► ' • • v 

PROBLÈME LZU, 

. M» 4 t* • ■ • > 

Trouver le lieu des points de contact de toutes les tangentes menées , 
par un point donné, à une sphère donnée 

159, On démontre facilement que ce lieu est une circon- 
férence de petit cercle, dont le plan est perpendiculaire- à 
la droite qui joint Je point donné au centre de la sphère 
donnée. Si donc on peut construire un seul de ces points 
de contact, on pourra déterminer le plan de la circonférence 
cherchée, puis le rabattement de cette ligne , et enfin ses 
deux projections. (Problème LXV). 

Or, parmi tous les plans passant par le point donné O Fig. 175. 
et par le centre G de la sphère, considérons celui qui est 
vertical. Nous pourrons le faire tourner autour de la ver- 
ticale passant en C, jusqu’à ce qu’il devienne parallèle au 
plan vertical de projection. Soit alors O, la nouvelle posi- 
tion occupée par le point O. Si, de ce point O, , lions me- 
nons des tangentes 0,A, , 0,B, à la projection verticale 
de la sphère, la corde de contact A, B, représentera le 
petit cercle cherché, après son mouvement de rotation. Il 
sera facile maintenant, en revenant aux positions primi- 
tives, de trouver les projections des points dont A, et B, 
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étaient les rabattements, puis les traces du plan du petit 
cercle, etc. • , 


PROBLÈME UI. 

Trimer l'ialersection de déni sphères données. 

160, Si le plan vertical passant par les centres des deux 
sphères était parallèle au plan vertical de projection - , la 
circonférence suivant laquelle les deux sphères se cou- 
pent aurait évidemment poür projection verticale la corde 
commune aux projetions verticales des deux sphères. Pour 
réduire le cas général du problème à ce cas particulier , on 
opérera comme ci-dessus, c’est-à-dire que, par exemple, 
on fera tourner la première sphère autour de la verticale 
passant par le centre de la seconde. Il sera facile alors de 
déterminer le plan de la ligne ■d’intersection des deux sphè- 
res, de façon que l’on sera ramené au problème qui pré- 
cède. 
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NOTE. 

• ’ * . * ' ' ‘ .* » 

On a Vu , dans la solution du problème XLV, que la projection 

d’une circonférence , sur un plan , est une courbe nommée ellipse. 

Nous allons indiquer quelques propriétés de cette ligne, résultant 
de la définition qui vient d’être rappelée. 

1 . Lernrne. Les distances de la trace d’un plan à un point quel- FtC. 174. 
conque M situé dans ce plan, et à la projection m de M , sont dans 

un rapport constant. 

Soient P un plan, a? sa trace sur l'un des plans de projection, 
par exemple, snr le plan horizontal, et soit M un point situé dans le 
plan P. Si, par la projection horizontale m de M, nous abaissons mit 
perpendiculaire ù «P, et que nous menions Mn, cette dernière droite ' ' 1 ' 

sera, d’après un théorème connu, perpendiculaire à &p. Donc l’an- 
gle mnM^= 8 mesure l'inclinaison du plan P sur le plan horizontal. 

D’ailleurs , le triangle mn , rectangle en m , donne 

mn « • 

. îî— zz cos. 8 = constante. . . . 

Mn 

2. Description de l’ellipse au moyen du cercle. 

Soient une circonférence ABCD et une droite ap, situées dans Fig. 475. 
un même plan. Si, par un point quelconque M de la circonférence, 
on abaisse sur ap la perpendiculaire Mn, et que l’on prenne sur cette 
droite une distance mn égale à Mn cos. 9, le lieu des points m sera 
une ellipse égale à celle que l’on obtiendrait en projetant la circon- 
férence AB sur un plan incliné d’un angle 6 sur le plan de cette cir- 
conférence. 

Cette génération de l'ellipse résulte immédiatement du lemme 
qui précède : nous savons, en effet, que si lé lieu du point M 
(fig. 174) est une circonférence, le lieu du point m est une ellipse. 

5. Pour plus de simplicité, on peut supposer que ‘le plan de pro- 
jection passe par le centre de la circonférence ; ou, ce qui est la 
même chose, que la droite ap (fig. 174) soit confondue avce le dia- 
mètre AB. Alors ce diamètre AB devient un axe de symétrie, ou 
simplement un axe de l’ellipse (Gg. 176). Cette courbe a un second 
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axe, dirigé suivant ie diamètre CD, perpendiculaire à AB. U est clair, 
en effet, que la figure est symétrique par rapport à CD. 

Les longueurs AB et cd sont, respectivement, le grand axe et le 
petit axe. 

Fig. 176 . A. Prenons, dans le cercle, deux points M, E, diamétralement 
opposés, et construisons les points correspondants «m, e de l’ellipse. 
11 est facile de voir que les deux triangles rectangles epo, m no sont 
égaux; d’où résulte que les trois points e, o, m sont en lignedroits, 
et que eoz=mo. Ainsi, le centre o du cercle est un centre de symé- 
trie, ou simplement le centre de l’ellipse. 

5. Les rayons menés du centre aux différents points de Vellipse 
vont en diminuant du sommet B au sommet c; de façon que le 

• demi-grand axe oB est le plus grand rayon , et que le demi-axe oc 
est le plus petit. 

Fig. 477 . En effet, il est facile de reconnaître que, dans l’espace , les deux 
rayons OM et om sont l’hypoténuse et le premier côte de l’angle 
droit d’un triangle rectangle; l’autre côté de l’angle droit étant la 
droite Mm qui joint le point M avec la projection m. Or, lorsque le 
, point M se rapproche du point fi de la circonférence ACB, le côté 
Mm va en augmentant; d’ailleurs oM a une longueur constante; 
donc Om diminue. 

6. Les considérations que nous venons d’employer permettent 
encore de démontrer , avec la plus grande facilité , les propriétés 
suivantes de l’ellipse : 

i° Le lieu des milieux d’une série de cordes parallèles entre 
elles, c’est-à-dire le diamètre de ces cordes, est une droite passant 
par le centre ; 

2» L’ellipse a une infinité dè systèmes de diamètres conjugués, 
c’est-à-dire tels, que chacun d’eux divise en deux parties égales les 
cordes parallèles à l’autre ; 

3° L’aire de l’ellipse est à celle du cercle décrit sur le grand axe 
> comme diamètre , dans le rapport du petit axe au grand axe ; 

, Etc. 

riN. 
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SECONDE PARTIE. 


CHAPITRÉ PREMIER. 

GéaérallHt sur le» surface». 


1 . On sait que le plan peut être engendré , soit par une 
droite mobile glissant sur une droite donnée et restant pa- 
rallèle à une autre droite donnée, soit par une droite assu- 
jettie à rester perpendiculaire à une même droite , en un 
même point. 

De même , la sphère est le lieu des positions que prend 
une demi-circonférence tournant autour de son diamètre, 
supposé fixe. 

De même encore, lorsqu’une droite mobile tourne autour 
d'un axe fixe, situé dans un .même plan avec elle, la sur- 
face décrite est celle d’un cylindre de révolution ou d’un 


cône 
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Celte manière de considérer le plan* la sphère, le cy- 
lindre et le cône, étendue à toutes les surfaces, conduit à 
la définition suivante : 

Une surface est le lieu des positions que prend une ligne 
qui change de situation, et même de forme , d'après une loi 
déterminée et continue. 

Pour éclaircir cette définition , nous prendrons quelques 
exemples. - 

Fig. 1. 2. Si une droite DE se meut en s'appuyant constamment 

sur une ligne fixe ABC, et en restant parallèle à une droite 
donnée MX, le lieu de ses positions sera ce qu’on appelle 
une surface cylindrique. 

La droite mobile, qui engendre la surface, se nomme 
génératrice; ainsi -DE. D'E', D"E"... sont différentes po- 
, sitions de la génératrice. La ligne fixe ABC , qui règle le 
mouvement de la génératrice, est appelée directrice. 

Si cette directrice est rectiligne, la surface cylindrique 
se réduit à un plan. 

Fig. 2. 3. Une surface conique est celle qui est engendrée par 

une droite assujettie h s'appuyer sur une ligne fixe ABC , 
et à passer par un point fixe 0. Chacune des génératrices 
1)0, DO, D r, 0... pouvant être prolongée indéfiniment, de 
part et d’autre du point 0, la surface est formée de deux 
parties, ou nappes. Le point directeur 0, où ces nappes se 
réunissent, est appelé centre de la surface conique. 

Fig. 3. 4. Soient une droite fixe XY et une ligne quelconque 

ABC. Menons, de différents points A. B. C,... de celte 
ligne, des perpendiculaires AA'. BB', CC'... sur XY. Si 
nous faisons tourner le système AA BB'CC'. . autour de 
XY, chacun des points A, B, C... décrira une circonférence 
qui aura pour centre le pied de la perpendiculaire corres- 
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poudante, et <|oni le plan sera perpendiculaire h XY ; et la 
ligne ABC engendrera une surface de révolution. 

Les circonférences décrites par les différents points de 
la génératrice ABC sont appelées parallèles de la surface, 
parce que leurs plans sont parallèles entre eux. La section 
MNP. faite par un plan passant suivant l 'axe de rotation 
XY, est un méridien. 

Il résulte, de la définition de la surface, que tous les mé- 
ridiens sont égaux entre eux. 

5. Prenons pour directrice une ellipse ABA'B', et pour Fie. 4. 
génératrice une ellipse CDC'l)'. Si cette dernière courbe, 
supposée toujours semblable à elle-même, se meut de ma- 
nière que son plan reste perpendiculaire à l'axe AA' de l’el- 
lipse directrice, et que ses sommets C, C' parcourent celle- 
ci, la surface engendrée par celte génératrice variable de 
grandeur, surface évidemment fermée de toutes parts, sera ce 
qu'on appelle un ellipsoïde. Cette dénomination est fondée 
sur ce que la section faite dans la surface, par un plan 
quelconque, est une ellipse. 

G. Remarque. Si l'ellipse génératrice se change en cer- 
cle, la surface engendrée, au lieu d’ëtre un ellipsoïde à trois 
axes inégaux, sera un ellipsoïde de révolution. Si, de plus, 
l’ellipse directrice se réduit aussi à une circonférence, la 
surface engendrée se réduira elle-même à une sphère. 

" I'*' 

7. Remplaçons l'ellipse directrice de l’exemple précé- Fig. 5. 
dent par une hyperbole EBFE B F', et ne changeons rien 

aux autres conditions. La surface engendrée sera, évidem- 
ment, indéfinie, et sans solution de continuité. On la nomme 
kyperboluide à une nappe. 

8. Remarque. L'hyperboloïde à une nappe sera de ré- 
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velution, si l’eilipse génératrice se transforme en circon- 
férence. 

Fig. 6. -9. Adoptons encore, pour directrice, une hyperbole 

. EBFE'B'F'. Prenons ensuite, pour génératrice, une hyper- 
bole DCGD'C'G', toujours semblable à elle-même, ayant 
son plan perpendiculaire à l’axe non transverse' de l’autre 
hyperbole, et dont les sommets C, G' parcourent celle-ci. 
La»surface'qui résultera de ce mode de génération sera 
composée de deux parties séparées et indéfinies. Pour la 
distinguer de la surface que nous venons de considérer, on 
lui a demlé le nom à'hyperboloïde à deux npppes. 

10. Remarque. Si l’hyperbole génératrice est équila- 
tère, la surface sera un hyperboloide de révolution, à deux 
nappes. 

Fw. 7. 11. Soient une parabole lixe ABC, et une parabole mo- 

bile DED'. Supposons que ces deux courbes aient leurs 
axesBG, EH parallèles et de môme sens, et leurs plans 
perpendiculaires entre eux. Supposons , en outre , que la 
seconde courbe se meuve de manière que son sommet E 
parcoure la première. Nous obtiendrons ainsi une surface 
continue, indéfinie, et située tout entière d’un même, côté 
du plan mené par le sommet de la parabole fixe, perpendi- 
culairement à l’axe de celle-ci. On démontre facilement, à 
l’aide du calcul , que les sections planes de cette surface 
sont des paraboles ou des ellipses : pour cette raison , on 
l’a nommée paraboloide elliptique. 

12. Remarque. La surface serait de révolution si les 
paraboles qui la déterminent étaient égales. 

Fig. 8. 15. Si la parabole mobile a encore son axe EH paral- 

lèle à celui de la parabole fixe, mais que ces deux droites 
soient dirigées en sens contraires, la surface engendrée 
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est bien différente du paraboloïde elliptique : elle se com- 
pose d’une seule nappe continue , qui s’étend indéfiniment 
de part et d’autre du plan mené par le sommet de la direc- 
trice, perpendiculairement à l’axe. 

Gette surface, qui ne peut être coupée par un plan, que 
suivant des paraboles ou des hyperboles, est un paraboloïde 
hyperbolique. 

14. Les cinq surfaces que nous venons de définir con- 
stituent, avec leurs variétés, les surfaces du, second ordre. 

On les désigne sous ce nom , soit parce qu’elles n’admet- 
tent, pour sections planes, que des lignes du second ordre, 
soit parce qu’elles sont représentéês par une équation du 
second degré. 

15. Les cylindres et les cônes appartiennent à une 
classe qui renferme un très-grand nombre de surfaces fort « 
employées dans les arts, dans la Coupe des Pierres, par 
exemple. Ce sont les surfaces réglées, c’est-à-dire celles qn 

sont engendrées par le mouvement d’une règle ou d’ui»i. 
droite. Les surfaces réglées se partagent en deux séries, 
celle des surfaces développables et celle des surfaces gauches. 

Les considérations suivantes vont nous permettre de pré- 
ciser le sens qu’on doit attacher à ceS dénominations. 

16. Soit d’abord un polygone ABC..* HI dont trois F 10 . 9. 
côtés consécutifs quelconques ne soient pas dans un même 

plan. Si nous prolongeons, indéfiniment et dans le même 
sens, les côtés de ce polygone, nous obtiendrons une sur- 
face polyédrale dont les faces seront les angles B'BC', 
CCD',... H'HI'. 

Cela étant, faisons tourner l’angle H'BI,' autour de son 
côté HH', jusqu’à ce que son plan coïucidtf avec le prolon- 
gement du plan H'GG'. Puis . après que cette coïncidence 
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aura été établie, faisons tourner l’ensemble des' deux angles 
H Hr. G'GH', autour de GG', jusqu'à ce que la figure 
G'GHI'soit venue se rabattre sur le prolongement du plan 
G'FF'. En continuant de la sorte, nous aurons enfin amené 
dans le plan B'BC', et les unes à la suite des autres les 
diverses parties de la surface polyédrale. De plus, la figure 
plane résultant de ces rabattements successifs, ne présen- 
tera ni déchirure ni duplicature; eu sorte que, si l’on tail- 
lait un patron qui lui fût égal, ou pourrait, à l’aide de ce 
patron, reconstruire la surface primitive. Pour cette rai- 
son, la figure plane est dite le développement de cette sur- 
face. 

Fig. 10. 17. Soit actuellement une courbe MNP, dont aucun arc 

ne puisse être contenu dans un plan, c’est-à-dire une courbe 
à double courbure. Le lieu des tangentes A»», Bô, Ce..,, à 
cette ligne, sera uue certaine surface réglée S. D’uu autre 

côté, si nous imaginons les cordes AB, BC...- indéfini- 

♦ 

ment prolongées, nous obtiendrons, comme tout à l’heure, 
une surface polyédrale S' ayant pour arêtes ces dernières 
droites. Or, plus ces cordes seront petites , et plus leurs 
prolongements tendront à se confondre avec les tangentes 
menées par leurs extrémités ; en sorte que la forme de la 
surface polyédraje S' différera , de moins en moins, de la 
forme de la surfaoe S. Celle-ci est donc la limite dont s’ap- 
proche sans cesse l'autre surface, lorsque les cordes AB, 
BC... diminuent indéfiniment. 

D’un autre côté, .on conçoit (et l’on peut démontrer ri- 
goureusement) que les développements successifs D' des 
surfaces polyédrales telles que S', tendent eux-mêmes vers 
une certaine limite D. 

D’après ces considérations , la surface réglée S , limite 
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des surfaces polyédrales développables S', est dite déve- 
loppable; et la figure plane 1) en est le développement. 

18- Supposas maintenant .qu’une droite se meuve sui- 
vant une loi continue, mais arbitraire, de manière à en- 
gendrer une surface réglée S. Soient AB, A'B\ A"B",... Fig. 11. 
des positions de la génératrice, aussi rapprochées que nous 
le voudrons. Eu général, les droites AB, A'B' ne seront 
pas situées dans un même plan ; elles auront donc une per- 
pendiculaire commune^ laquelle sera unique. 

Si la droite A'B' se rapprbche indéfiniment de AB, le 
point où cette dernière ligue est rencontrée par la perpen- 
diculaire commune tendra sans cesse vers une position 
limite P. De même, si la droite A"B’' §e rapproche indéfi- 
niment de A'B' î après que celle-ci aura repris sa position 
primitive), le pied de la perpendiculaire commune à ces 
deux lignes tendra vers une position limite P'. Nous aurons 
donc, sur les génératrices de la surface S, des points P, 

P', P"..., dont le lieu géométrique sera une certaine 
ligne L. ‘ 

Cela posé, si la ligne E tourbe toutes les génératrices , 
la surface S sera le lieu des tangentes à celte, ligne; ejiè 
sera donc développable,, Si, au contraire, le lieu des points 
P coupe les génératrices, on dira que la surface S eût 
gauche. 

19. En résumé, nous adopterons les définitions sui- 
vantes ; 

Une surface développable est le lien des tangentes à une 
courbe à double courbure; 

Une surface gauche est une surface réglée, non dévelop- 
pable. 

20. La première définition ne renferme ni les surfaces 
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cylindriques, ni les surfaces coniques, lesquelles sont évi- 
demment développables, comme étant les limites de sur- 
faces prismatiques ou de surfaces pyramidales. Mais, pour 
les cylindres, le lieu des points P est indéterminé; et, 
pour les cônes, il se réduit à un point. On peut donc regar- 
der ces deux sortes de surfaces comme des cas singuliers 
des surfaces développables (* *). 


'(*)' D’après les meilleurs aulenrs, une surface développable est le lieu 
engendré par une droite qui se meut de telle sorte que toujours deux posi- 
tions consécutives se trouvent dans un même plan. (Traité de Géométrie 
descriptive de Leroy, page 85.) Cette délinilion, qui fait image, et qui per- 
met d’éviter des circonlocutions, n’est malheureusement pas exacte. Il 
est évident, en effet, que les tangentes menées aux extrémités d’un arc 
à double courbure ne sont généralement pas dans un même plan, et 
cela, quel que soit le degré de petitesse de cet arc. 

En adoptant cetle définition, les auteurs dont je parle se sont laissé 
guider, peut-être à leur insu, par la propriété caractéristique suivante : 
la plus courte distance entre deux génératrices très-voisines d’une surface 
développable , peut être rendue aussi petite que l'on vbudra, par rapport à 
l’angle de ces génératrices. En d'autres termes, si S est la plus courte dis- 
tanc entre deux génératrices d'une surface réglée S (non cylindrique), et 
que i soit l’angle de ces deux droites, la surface S sera développable si la 
8 * 

quantité - a pour limite zéro ; et si cette quantité a une limite différente 

* ^ • 

de zéro, la surface sera gauche. C’est là ce qu’exprime d’une manière 
abrégée, mais inexacte, l’énoncé que nous venons de citer. 

Le lecteur peut, du reste, s’assurer que la définition employée dans 
le texte est la traduction, en langage géométrique, de celle que fournit 

la considération de la quantité 

Quant aux théories, soi-disant géométriques, à l’aide desquelles on ar- 
rive aux conclusions suivantes : deux points sont infiniment voisins, si 
Ton ne peut supposer qu'un troisième point puisse être placé entre eux; une 
tangente est une droite qui a, rigoureusement et géométriquement parlant, 
deux points communs avec la courbe, etc.; nous n’avons p*s à nou6 en 
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21. Le lieu des points P, P', F 7 ..., considéré ci dessus, 
sfr nomme arête de rebroussement, ou ligne de striction, 
suivant qu’il s’agit d'une surface développable ou d’une sur- 
face gauche. 

22. Avant de terminer ces généralités, observons qu 'une 
surface admet toujours plusieurs modes de génération. Afin 
de rendre cette proposition plus évidente, vérifions- la d’a- 
bord sur les’ surfaces considérées précédemment. 

1° En premier lieu , si l’on coupe un cylindre par des 
plans parallèles , on reconnaît aisément que les sections 
obtenues seront égales entre elles. Une surface cylindrique 
est donc le lieu des jmitions d’une courbe ABC qui se meut Fio. 12. 
de manière que , trois de ses points décrivant des droites 
parallèles, chacune des cordes AB , BC , AC, qui joignent 
ces points deux à deux, reste toujours parallèle à elle- 
même. 

2° Les sections faites dans une surface conique, pardes 
plans parallèles, sont des courbes semblables, ayant pour 
centre de similitude le sommet du cône. D’après cette re- 
marque, si une courbe ABC, de grandeur variable, mais de Fie. 13. 
forme constante, se meut de manière que, trois de ses points 
décrivant des droites concourantes SA, SB, SC, chacune des 
cordes AB, BC, ÀC qui joignent ces points deux à deux, 
reste toujours parallèle à elle-même , celte courbe engen- 
drera me surface conique. 

3° Les parallèles d’une surface de révolution peuvent 
être regardés comme étant des positions différentes de l’un 
d’eux, supposé mobile et de grandeur variable. Si donc une 
circonférence, assujettie à s'appuyer sur une ligne donnée, se 
meut de manière que son centre décrive une droite donnée. 
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et que son plan soit toujours perpendiculaire à cette droite, 
elle engendrera une surface de révolution, qui aura pour 
axe la droite dénuée. 

4° Généralement, si l'on conçoit qu'une surface donnée 
S, engendrée d’une manière quelconque, soit coupée suivant 
des lignes L, L', L"..., par une surface 2 . variant d’après 
une loi continue, on pourra regarder la première surface 
S comme le lieu géométrique de ces lignes, lesquelles en se- 
ront des génératrices. 

23. Les considérations précédentes s’appliquent très- 
utilement à la représentation graphique des surfaces. Au 
lieu de projeter des points pris sur la surface donnée , ou 
même de projeter des courbes tracées arbitrairement sur 
celle-ci, ce qui n’apprendrait presque rien quant à sa forme, 
on construit les projections d’un certain nombre de ses gé- 
nératrices. Souvent même, si la surface admet deux modes 
de génération faciles à formuler géométriquement, on em- 
ploie, à la fois , des génératrices de chacun des deux sy- 
stèmes. Ou conçoit, par exemple , qu’une surface de révo- 
lution serait clairement représentée si I on pouvait dessiner 
les projections de quelques-uns de ses méridiens et de quel- 
ques-uns de ses parallèles. 

24. La représentation graphique d’une surfîcfe serait 
cependant incomplète si, aux projections de génératrices 
convenablement choisies, on n’ajoutait les traces de cette 
surface, c’est-à-dire ses iutersections avec les plans de pro- 
jection. Enfin, pour indiquer encore plus nettement la forme 
■du corps que l’on veut représenter, on construit, lorsqu’il 
est possible, les projections des contours apparents de ce 
corps, c’est-à-dire les limites dans l’intérieur desquelles 
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tombent les projections de tous ses points. Cette dernière 
recherche exigeant que l’on sache construire les plans tan- 
gents à la surface du Corps; perpendiculaires à l’un des 
deux plans de projection . nous ne pourrons la développer 
qu'à la fin du chapitre 111. 
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CHAPITRE II. 


Généralités sur les plans tangents. 

*» 


25. On sait que l’on appelle tangente à une courbe AB 
Fig. 14. la limite MT des positions d’une sécante MS qui tourne au- 
tour de l'un M de ses deux points d'intersection, avec la 
courbe, ce point étant supposé fixe, jusqu’à ce que l'autre 
point M' vienne se confondre avec le premier. 

26. Pour généraliser cette considération , supposons 
Fig. 45. que, par un point M pris sur une surface quelconque S, on 

fasse passer deux courbes MA, MB, tracées arbitrairement 
sur celle-ci. Par le point M et par deux points A , B pris 
sur ces deux courbes, et aussi voisins de M que nous le 
voudrons, faisons passer un plan P. Il coupera la surface 
suivant une ligne dont un arc MC passera par le point M, et 
dont un second arc passera, en général, par les points A, B. 

Menons maintenant la tangente MT à l’arc MC, et fai- 
sons tourner le plan P autour de cette droite , de manière 
que les arcs A'B', A"B"... des courbes suivant lesquelles 
il coupe la surface, s’approchent indéfiniment du point M. 
Il est clair que le plan P tendra vers une certaine position 
limite P', qu’il atteindra, soit quand la courbe MCABse ré- 
duira au point M, soit quand le second arc de cette courbe 
se confondra avec celui qui passe en M (*). 

(*) Afin de compléter notre démonstration , nous emprunterons, à la 
belle théorie des Indicatrices , les résultats suivants : 

Si l’on prend, sur une surface S, trois points M, A, B, non ep ligue 
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Le plan limite P', ainsi obtenu, est dit tangent à la sur- 
face, an point M. 

27. Le plan tangent, tel qu’il vient d’être défini , jouit 
d’une propriété fort importante , laquelle est souvent prise 
comme définition. Cette propriété consiste en ce que les 
tangentes en m point M , à toutes les courbes menées par 
ce point surj la surface , sont situées dans le plan tangent 
en ce même point. 

Pour démontrer ce théorème , il suffit , évidemment , de 
faire voir que les tangentes MR', MS' aux deux courbes 
arbitraires MA, MB sont, avec la tangente MT, dans un 
seul et même plan. 

Or, quand le plan variable P tourne autour de la tangente 
MT, en s’approchant du plan tangent P', les sécantes MAR, 
MBS tournent autour du point M, en s’approchant elles- 
mêmes des tangentes MR', MS'. De plus, à l’instant où les 
plans P, P' se confondent, les points A, B coïncident avec 
le point M ; donc , à ce même instant, les deux sécantes, 
qui n’ont pas cessé d’être situées dans le plan P, atteignent 
leurs positions limites MR', MS'. Donc ces deux dernières 


droite, et dont les distances mutuelles soient suffisamment petites, la 
section faite dans la surface par le plan P de ces trois points différera 
très-peu d’une ellipse, d’une hyperbole ou d’une parabole, du moins dans 
sa partie voisine des trois points. 

Dans le premier cas , la surface est dite convexe autour de M , et la 
courbe MCAB a pour limite ce point. 

Dans le second , la surface est non convexe, ou à courbures opposées ; 
et la limite de la courbe hyperbolique est une ligne passant en M. 

Enfin, dans le troisième cas, qui est intermédiaire entre les deux au- 
tres, la surface est développable. En même temps, l’arc parabolique a 
pour limite une droite. 

Voyez, sur ce sujet, les Compléments de Géométrie de M. Dupin, l'A- 
nalyse de M. Leroy, etc. 
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droites sont dans le plan P'. C’est ce qu’il fallait démontrer. 

28. La démonstration précédente suppose que le plau 
JIAB coupe la surface suivant un arc continu joignant le 
point A au point B, et ne contenant pas le point M. Con- 
séquemment, lorsque le contraire arrivera, un examen spé- 
cial pourra seul décider si les tangentes en M à toutes les 
courbes tracées sur la surface sont ou ne sont pas dans un 
même plan. 

29. Considérons, par exemple, le sommet M d’un cône 
Fig. 46. MPQB. Prenons, pour les deux lignes MA, MB, deux gé- 
nératrices. Le plan P qui les contiendra n’aura que ces 
deux droites en commun avec la sur face. Par suite, la courbe 
MC se réduira au point M, et l’arc AB n’existera pas. Donc, 
quand nous ferons tourner le plan P autour de la droite 
MT menée arbitrairement par le sommet, dans le plan AMD, 
nous verrons que ce plan tendra vers une position limite 
TMD, qui ne contiendra pas, à la fois, les deux tamjentes 
MA. MB. 

Il résulte de là que, par le sommet d’un cône, on peut 
mener une infinité de plans tangents à cette surface, et que 
les tangentes aux courbes menées de ce sommet, au lieu 
d’être situées dans un même plan , sont des génératrices. 
Le sommet d’un cône échappe donc au théorème général 
énoncé ci-dessus. Mais on voit clairement à quoi tient 
cette exception. 

30. Le même cas exceptionnel se rencontre dans la sur- 
face engendrée par une courbe tournant autour d’une tan- 
gente ou d’une corde : pour le point commun à la géné- 
ratrice et à l’axe de rotation , les tangentes se confondent 
avec l’axe, ou bien elles forment un cône de révolution. 

31. Ou peut citer encore, comme exemples de surfaces 
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pour lesquelles le théorème général est en défaut, celles 
qui ont la forme d’une pointe ou d’une corne, et peut-être 
quelques autres. Mais, ainsi qu'on a pu le reconnaître dans 
la discussion relative au sommet d’un cône, ces exceptions 
au théorème n’empêchetu pas que la démonstration donnée 
ci-dessus soit rigoureuse ; car si elles se présentent , c’est 
seulement dans les cas, très-particuliers, où l’on ne pour- 
rait plus adopter l'hypothèse sur laquelle cette démonstra- 
tion est basée. 

52. En revenant au cas le plus ordinaire, celui où les 
tangentes à toutes les courbes menées par le point donné 
sont contenues dans un même plan , il importe d’observer 
que celui-ci peut, de trois manières différentes, être tap- 
gent h la surface. 

1° Si la courbe dont MC et AB sont deux arcs (n° 26) Fig. 15. 
se réduit au point M quand le plan sécant P a atteint sa 
position limite P', ce plan P' n’a, dans les environs du 
point M, que ce seul point en commun avec la surface : il 
ne fait donc que toucher celle-ci. Eu d’autres termes , la 
petite ïone dont M est le centre est située tout entière d’un 
même côté de P'. On dit, dans ce cas, que la surface con- 
sidérée est convexe, tout autour du point M- (26, note.) 

2° Il peut arriver que la limite commune des arcs AB , 

MC soit une courbe telle, qu’en chacun de ses points, le 
plan tangent àJa surface soit précisément le plan P'. Alors 
celui-ci, au lieu de toucher la surface en un seul point, q, 
avec elle , une ligne de contact. On a un exemple de cette 
circonstance quand on considère un tore, c'est-à-dire un 
anneau, reposant sur un plan horizontal : ces deux surfaces 
se touchent suivant une circonférence. • 

5° Enfin, la limite commune des arcs AB, MC étant en- 
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core une ligne, il se peut que, le long de celle-ci, la surface 
soit en partie du côté du plan P', et en partie de l’autre 
côté de ce plan. Dans ce cas, le plan P' est tout à la fois 
tangent et sécant. Les surfaces qui jouissent de la propriété 
d’être ainsi coupées par leur plan tangent sont dites non 
convexes. On dit encore, pour une raison que nous ne pou- 
vons indiquer ici, qu’elles sont à courbures opposées (26). 

La gorge d’une poulie ou, ce qui est la même chose, la 
partie rentrante d'un tore, l'hyperboloïde à une nappe, le 
paraboloïde hyperbolique, etc., présentent cette particu- 
larité. 

33. Puisque le plan tangent en un point d’une surface 
contient, en général, les tangentes à toutes les courbes 
passant en ce point; puisque d’ailleurs deux droites qui se 
coupent déterminent un plan, il s’ensuit que le plan tangent, 
en up point pris sur une surface, sera déterminé par les tan- 
gentes à deux courbes quelconques tracées sur la surface, 
et passant en ce point. 

34. Une droite est une ligne qui se confond avec sa tan- 
gente; conséquemment, 1° le plan tangent en un point 
d’une surface réglée contient la génératrice rectiligne pas- 
sant en ce point; 2° ce plan sera déterminé par cette géné- 
ratrice et par la tangente à une autre ligne quelconque 
menée, sur la surface, par le point de contact donné. 

35. On appelle normale à une surface, en un point , la 
perpendiculaire au plan tangent en ce point. 

56. Après avoir établi les propriétés générales des plans 
tangents . occupons-nous des propriétés particulières dont 
ils jouissent, lorsque les surfaces qu’ils touchent sont celles 
qui ont été considérées ci-dessus. 
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CHAPITRE III. 

Plan* InnEonl» aux cylindres, aux roue», aux aurfacea «léve- 
loppablea, aux surface* réglées, et aux surfaces de révo- 
lution. 


57. Théorème. Le plan tangent en un point d’une sur- 
face cylindrique, est tangent tout le long de la génératrice 
qui passe en ce point. 

Par deux points' M, M', appartenant h une même géné- Fig. 17. 
ratrice, faisons passer deux courbes quelconques MA, M'A', 
tracées sur la surface. Prenons ensuite une nouvelle géné- 
ratrice AA', assez voisine de la première pour qu’elle ren- 
contre nos deux courbes. Menons enfin les deux sécantes 
MAS, M'A 'S', et les deux tangentes MT, M'T'. 

Si le plan des deux génératrices tourne autour de MM' 
de manière que la seconde géuératrice AA' s’approche 
indéfiniment de la première, les deux sécantes, constam- 
ment situées dans le plan mobile, se confondront, en même 
temps, avec leurs limites MT, M'T'. Donc ces tangentes 
MT, M'T' sont situées dans un même plan avec la généra- 
trice fixe. Mais ce plan est tangent au cylindre* d’une part 
en M et d’autre part en M' (n° 54) ; donc, etc. 

58. Théorème. La projection de la tangente à une courbe 
est tangente à la projection de cette courbe. 

Par une courbe quelconque MA et par sa tangente MT fai- Fig. 17- 
sons passer un cylindre projetant et un plan projetant. Si nous 
coupons ces deux surfaces par le plan de. projection , nous 

2° R. . i 


Digitized by Google 


18 


TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


obtiendrons, pour sections respectives, la projection M'A' 
de la courbe MA et la projection M'T' de la tangente MT. 

Or, d’après le théorème précédent, le plan projetant est 
tangent, en M et en M\ au cylindre; donc l’intersection 
M'T' de ce plan et du plan de la courbe M'A' se confond 
> avec la taugente à celle-ci. 

59. Le dernier théorème est en défaut quand la tan- 
gente h la courbe donnée est perpendiculaire au plan de 
projection, car alors cette tangente se projette suivant un 
point. Dans ce cas, la projection de la courbe présente 
habituellement, en ce point, un arvèl ou un rebroussement. 

40. Théorème. Le plan tangent en un point d'une sur- 
face conique, est tangent tout le long de la génératrice qui 

, passe en ce point. 

La démonstration est tout à fait semblable à celle qui 
précède (n° 57), 

41 . Nous avons vu, ci-dessus (n° 20), que les cylindres 
et les cônes sont des cas singuliers des surfaces dévelop- 
pables. Il y a donc lieu de se demander si la propriété re- 
marquable que nous venqns de démontrer, relativement 
aux plans tangents, appartient à toutes ces surfaces. Avant 
de vérifier qu’il en est ainsi, nous allons essayer de faire 
comprendre la différence de forme qui existe entre les sec- 
tions faites dans une surface réglée , par un plan P mené 
suivant une génératrice, selon que cette surface est gauche 
ou qu’elle est développable. 

42. Considérons d’abord le cas d une surface gauche ; et 
Fie. 18. supposons que l’on ait fait passer le plan P par la généra- , 

trice AB et par un point M, pris arbitrairement sur une 
génératrice CD, voisine de la première. Nous pourrons, 
pour fixer les idées, admettre que le plan P soit celui de la 
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figure. Alors, connue la génératrice CD a toujours pu être 
choisie de manière à ne pas sc trouver tout entière dans le 
plan P, sa partie inférieure MD sera, par exemple, en 
avant de ce plan, tandis que sa partie supérieure sera der- 
rière celui-ci. 

Soient maintenant C'D', C"D"... des génératrices situées 
entre AB et CD, et soient EF, E'F', E"F"... d’autres gé- 
nératrices, qui précèdent AB. Comme la surface est engen- 
drée d’après une loicontinue, les droites CD, C'D', C"D"... 
seront, en général, de moins en moins inclinées sur le plan P ; 
et leur limite sera la première génératrice AB. Elles perce- 
ront donc celui-ci eu des points M, M', M*... Quant aux 
droites EF, E'F', E"F"... situées à la gauche de AB, elles 
seront ordinairement, à cause de cette même loi de conti- 
nuité, inclinées en sens contraire des premières, c’est-à-dire 
qu’elles auront leurs parties supérieures en avant du plan, et 
leurs parties inférieures en arrière. Lespjoints N, N', N"..., 
où ces nouvelles génératrices percent le plan P, seront, 
avec les premiers points M, M', M"... situés sur une courbe 
MRN qui, en général, rencontrera la génératrice AB en un 
point R. En effet, si ce point était transporté à l’infini, 
le plan P serait parallèle à une génératrice infiniment voi- 
sine de AB (*); ce que nous ne supposons pas (**). 


(') Quand nous disons, pour abréger le discours : « Le plan P serait 
parallèle à une génératrice infiniment voisine de AB », nous enten- 
dons ceci : « Le plan P est la limite vers laquelle tend un plan P' mené par 
AB, parallèlement à une génératrice voisine CD, lorsque celle-ci se rap- 
proche indéfiniment de AB ». Celte explication d'une dénomination em- 
pruntée a la Théorie des infiniment-petits, pourrait être repelée dam, tous 
les cas analogues à celui qui nous occupe • nous la donnons une fuis 
pour toutes. 

("} Si le plan P avait cette position particulière, ’l sérail normal à 
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43. Il est actuellement bien facile de voir que le plan P 
est tangent à la surface gauche, au point R. En effet, il 
contient la génératrice AB et la tangente RT à la courbe 
MRN ; car, la tangente à une courbe plane est située dans 
le plan de celle-ci. Ainsi, tout plan P, mené par une géné- 
ratrice rectiligne d’une surface gauche, touche celle-ci au 
point où la génératrice rencontre la courbe d’intersection 
du plan et de la surface. 

44. Si le plan P tourne autour de AB, le point M, où 
il rencontre CD, se déplacera; et, conséquemment, il en 
sera de même pour la courbe MRN et pour le point R. Nous 
voyons donc que le point unique où, une surface gauche est 
touchée par un plan passant suivant une génératrice, se 
déplace sur celle-ci, quand le plan tourne autour de cette 
même génératrice. 

45. Soit à présent une surface développable, ayant, pour 
Fig. 49. arête •de rebroussement, la courbe à double courbure GHKL. 

Par la génératrice AHB et par un point C de l’arête de re- 
broussement, voisin du point de contact H, faisons passer 
un plan P. Admettons, en outre, pour fixer les idées, que 
l’arc CII soit en arrière de ce plan , pris pour celui de la 
figure, les arcs GH, CKL, étant eu avant. 

Les tangentes «N, n'N', n"N"... mM, m'M"... à ces 
deux derniers arcs, rencontreront le plan P en des points 
N, N', N"..'. M, M',. . ; en sorte que l’intersection cherchée 
se composera d’abord des deux arcs HNR, CMS. 

Remarquons maintenant que, parmi les génératrices tan- 


la surface, au point où la génératrice AB rencontre la ligne de stric- 
tion. I.e lecteur pourra consulter, sur ce sujet, une très-intéressante 
note de M. Chasles. (Journal de Uouville, tonie II, page i!3.) 
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gentes à l’arc CH, il y en a une au moins, telle que EF, 
parallèle au plan P : cette conclusion devient évidente si 
l’on fait mouvoir ce plan parallèlement à sa position primi- 
tive, jusqu’à ce que les deux points où il coupe CII se con- 
fondent en uu seul point I. 

Cela étant, les tangentes dont les points de contact sont 
situés sur l’arc IH donneront lieu, par leurs intersections 
avec le plan P, à un arc infini HU : car EF est la limite des 
génératrices qui rencontrent ce plan. De même, les tan- 
gentes à la partie IC de l’arête de rebroussement détermine- 
ront un autre arc infini CV. 

Il est facile de reconnaître, en outre, que les deux arcs 
CV, CMS, ont une tangente commune ; et que les deux 
autres arcs HU, IIR, ont, pour tangente commune, la gé- 
nératrice AB. De plus, si le point C s’approche indéfini- 
ment du point H, les arcs infinis CV, HU, et la tangente 
EF, se confondront, en même temps, avec la génératrice 
AB. Quant aux deux arcs HR, CS, ils formeront, à la limite, 
une seule courbe, ayant AB pour tangente. Mais alors le 
plan P sera, évidemment, tangent en H à la surface dévelop- 
pable. On peut donc dire que : le plan tangent à me sur- 
face développable, en un point de l’arête de rebroussement, 
coupe la surface suivant la génératrice passant par ce point, 
et suivant une courbe tangente, en ce même point, à l’arête 
de rebroussement. 

46. De cette discussion sur la forme générale de la sec- 
tion faite dans une surface développable par un plan P, 
passant par une génératrice, on conclut, sans difficulté, la 
propriété du plan tangent, indiquée ci-dessus (n° 41). 

En effet, traçons sur la surface une courbe quelconque 
XY, coupant aux points X, Y la génératrice AB et l’arc in-' Fig. 19. 
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fini CV ; et menons la séeante XYZ. Maintenant, faisons 
tourner le plan P autour de AB, de façon que le point C, 
où il coupe l’arête de rebroussement, s’approche indéfini- 
ment du point H, commun à cette courbe et à sa tangente 
AB. A l’instant où ces deux points seront confondus en un 
seul, les points Y, X, coïncideront, et la sécante XYZ se 
confondra avec XT, tangente à la courbe XY. Cette tan- 
gente XTeSt donc contenue dans le plan limite P', taugent 
en H à la surface développable; donc celui-ci coïncide avec 
le plan BXT, tangent en X à cette surface. En d’autres 
termes : le plan tangent à une surface développable, en un 
point de l’arête de rebroussement, est tangent tout le long 
de la génératrice rectiligne qui passe en ce point. C’est ce 
qu’il fallait démontrer. 

47. Remarque. Le plan P', tangent à la surface déve- 
loppable tout le long de la génératrice rectiligne AB, est la 
limite des plans qui, passant par cette droite, coupent l'a- 
rête de rebroussement. Pour une raison que nous ne pouvons 
indiquer ici, il est appelé plan oscillateur de cette courbe. 

48. Théorème. Le plan tangent à une surface de révo- 
lution, est perpendiculaire au plan méridien passant par le 
point de contact. 

ïg. ‘20. Par un point quelconque M, pris sur une surface de ré- 
volution dont XY est l’axe , menons un parallèle AB et 
un méridien CD. Soient MT, MS, les tangentes à ces deux 
lignes : le plan TMS sera tangent, en M à la surface (n° 33). 
Par conséquent, pour démontrer le théorème, il suffit de 
faire voir que la tangente MT, au parallèle, est perpendicu- 
laire au plan méridien MXY. Or, ce dernier plan, évidem- 
ment perpendiculaire au plan du parallèle, coupe celui-ci 
suivant un rayon OM, perpendiculaire à la tangeute MT 
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donc, d’après un théorème connu, cette tangente est per- 
pendiculaire au plan méridien. 

49. Théorème. 1° La normale en un point d'une surface 
de révolution est contenue dans le plan méridien passant 
par ce point ; 2° les normales à la surface, menées par dif- 
férents points d’un même parallèle , rencontrent l’axe en 
un même point. 

La première part/e de la proposition est une conséquence 
du théorème précédent. Quant à la seconde partie, elle 
devient évidente, si l’on observe que tous les méridiens de 
la surface sont des positions différentes de 1 un quelconque 
d'entre eux, supposé mobile. 

50. Nous pouvons maintenant compléter ce que nous 
avons indiqué ci-dessus m° 24), relativement à la manière 
d obtenir des limites dans lesquelles tombent les projections 
des points appartenant it la surface que l'on veut repré- 
senter. 

S étant cette surface, supposée convexe pour plus de Fig 21 . 
simplicité, soit 0 la position de l’œil du spectateur. Imagi- 
nons, par ce point, un plan quelconque F. tangent à la sur- 
face S. Si ce plan se déplace, eu passant constamment par 
le point de vue 0, le point M, où il lonche la surface, dé- 
crira, sur celle-ci, une certaine courbe ABLD, telle, que la 
partie ABLÜE du corps S sera visible pour le spectateur, 
tandis que l’autre partie ABCDF sera invisible. Pour cette 
raison, la .ligne ABCD est appelée contour apparent du corps. 

51. D’après cette considération, on devrait se donner, 
dans chaque cas particulier, les projections du point de vue, 
et en conclure celles du contour apparent correspondant. 

Le problème,, ainsi envisagé dans toute sa généralité, serait 
fort compliqué : on le simplifie en supposant, comme dans 
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la première partie de cet ouvrage (n° 31), l'œil de l’obser- 
vateur placé sur une perpendiculaire au plan de projection, 
et à une distance infinie de ce plan. 

En effet, si nous supposons que le point de vue O s’é- 
loigne indéfiniment du plan de projection XY, en restant 
constamment sur la perpendiculaire GH, le plan tangent P, 
considéré ci-dessus, aura pqur limite un autre plan P', éga- 
lement tangent à la surface S, mais perpendiculaire à XY. 
En même temps, le contour apparent ABCD sera, à la li- 
mite, le lieu des points de contact desplans tangents, perpen- 
diculaires au plan de projection. , 

52. Remarque. Soit MT la tangente en M à la courbe 
ABCD : elle sera dans le plan P. Conséquemment, si nous 
prenons ABCD pour directrice d'un cône ayant son sommet 
en O, ce cône sera circonscrit à la surface S; c’est-à-dire 
que sou plan tangent, suivant la génératrice quelconque 
OM, se confondra avec le plan P. La limite du cône, quand 
le sommet O se transporte à l’infini sur la droite GH, est, 
évidemment, un cylindre circonscrit à la surface S, et dont 
les génératrices sont perpendiculaires à XY. Par suite : 
Pour obtenir la projection du contour apparent d’une 
surface donnée, il suffit de construire la trace d’un cylindre 
circonscrit à cette surface, et perpendiculaire. au plan de 
projection. . > >» 


• JfWIKfpji -fi/l.ftia iii< ey le»-:. 
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CHAPITRE IV. 

Problèmes relatifs aux plans tangents. 


PROBLÈME Z. 

Mener un plan tangent à un cylindre donné , en un point 
pris sur la surface. 

53. Supposons, pour plus de simplicité, que la surface Fig. 22. 
cylindrique soit donnée par sa trace horizontale abcd et par 
une droite (pq,p'q r ), parallèle aux génératrices ; admettons, 
en outre, que-le point de contact soit donné par sa projec- 
tion horizontale m; et proposons-nous, d’abord, de détermi- 
ner les projections des contours apparents de cette surface. 

D’après ce qui précède (51), le contour apparent, relatif 
au plan horizontal, est le lieu des points de contact des 

4 

plans verticaux, tangents au cylindre abcd. Or, chacun de 
ces plans touche la surface suivant une génératrice (37) ; 
donc sa trace horizontale, évidemment confondue avec la 
projection de cette droite, doit être tangente à la trace ho- 
rizontale du cylindre. 

Il suit de là que, si l’on mène, à cette dernière courbe, 
des tangentes ce,df parallèles h pq, l’ensemble de ces tan- 
gentes sera la projection du contour apparent, relatif au 
plan horizoutal de projection. 

On verra, avec la même facilité, que, si l’on construit des 
plans aa'g' , bb'h' , parallèles à la droite (pq, p'q'), per- 
pendiculaires au plan vertical, et ayant leurs traces horizon- 
tales tangentes à la courbe abcd* l’ensemble des traces 
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verticales a'g', b’ h' de ces plans sera la projection du con- 
tour apparent, relatif au plan vertical de projection. 

54. Actuellement, cherchons la projection verticale du 
point de contact. Pour cela, menons, par la projection ho- 
rizontale donnée m, une parallèle à pq : elle rencontrera la 
courbe abcil en des points r, s..., qui seront les traces hori- 
zontales d’autant de génératrices, sur lesquelles sont situés 
les points de la surface cylindrique, projetés en m. Sur 
notre épure, où la trace horizontale du cylindre est une 
courbe fermée, convexe, le nombre des points r, s... se ré- 
duit à deux ; en sorte que la verticale projetée en m, ren- 
contre la surface du cylindre, seulement en deux points, 
dont les projections verticales m', m" sont situées sur les 
projections s'm', r'm" des génératrices ayant pour traces 
r, s. 

Si la trace horizontale donnée était sinueuse, les points 
m', m" ... pourraient être plus nombreux : mais la construc- 
tion ne changerait pas. 

55. Les projections verticales m', m", qui répondent à 
la projection horizontale m, étant déterminées , considé- 
rons, par exemple, le plan tangent en (m, m'). Ainsi que 
nous l’avons déjà rappelé ci-dessus, ce plan se confond 
avec celui qui touche le cylindre au point (s, s'), où la gé- 
nératiice (ms, m's ') perce le plan horizontal ; et celui-ci, 
devant contenir la tangente «jâ à la courbe ubcd, a pour 
trace horizontale cette dernière droite. Quant à la trace 
verticale |3 y du même plan, on la détermine, soit en cher- 
chant la trace verticale de la génératrice de contact, soit 
en construisant une horizontale du plan, telle que (mi, m'i 

On trouve, de la même manière, les traces fi’y' 
du plan tangent en (m, m"). 
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56. Remarque. Dans le problème précédent, nous avons 
supposé que l'on sait toujours mener la tangente à une 
courbe plane , par un point pris dans son plan. Cette hypo- 
thèse, qui ne serait nullement admissible, s’il s’agissait 
d’une construction rigoureuse, résultant des propriétés de 
la courbe, doit être acceptée, quand il est seulement ques- 
tion de tracés. On conçoit, en effet, qu’il n’est pas difficile 
de placer la règle, de manière qu’elle passe par le point 
donné, et qu'elle soit, sensiblement, tangente à la courbe 
donnée. 

PROBLÈME II. 

Connaissant la directrice d’un cylindre et la direction de ses génératrices, 

construire le plan tangent à la surface, en un point pris sur celle-ci (*). 

57. Soient abc, a’b'c' les projections d’une courbe quel- Fig. 23 
conque, directrice du cylindre; soit ( pq , p'q ') les droites 
auxquelles les génératrices doivent être parallèles. Enfin, 
supposons que le point de contact M ait m pour projection 
horizontale. 

Si, par le point M, on imagine une génératrice EF, elle 
rencontrera la directrice en un point D. dont les projections 
d, d' se construiront très-aisément : il sera donc bien fa- 
cile d’obtenir la projection verticale e'f de EF, et la pro- 
jection verticale m ' de M. 

Cela posé, comme le plan tangent en M se confond avec 
le plan tangent en D, et que ce dernier plan est déterminé 
par la génératrice EF et par la tangente en D à la direc- 
trice abc, a'b'c’ (34), il s’ensuit que le problème proposé se 
réduit à la construction de cette tangente. 


(*) Ce problème est la généralisation de celui qui précède. 
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Or, les projections de cette droite sont les tangentes dt, 
d'I' aux courbes abc, a'b’c' (38) ; et, d’après la remarque 
précédente (56), ces tangentes peuvent être regardées 
comme connues. Le plan demandé est donc «/3y. 

PROBLÈME XXZ. 

Mener un plan tangent à un cylindre, par un point extérieur à la surface, 

Fig. 24. 58. Après avoir construit, comme dans le problème I, 

les projections des contours apparents du cylindre, menons, 
par le point donné (m, m'), une parallèle (ms, roV) aux gé- 
nératrices : le plan cherché contiendra, évidemment, cette 
parallèle. De plus, ce plan doit avoir sa trace horizontale 
tangente à la trace horizontale ahcd du cylindre. Si donc, 
par le point s, où la droite MS perce le plan horizontal, nous 
menons des tangentes s/3, s/3' à la courbe abcd, chacune 
de ces droites sera la trace horizontale d’un plan satisfaisant 
à la question. 

‘ Le reste s’achève facilement. 

PRO BLÊME XV. 

Mener un plan tangent à un cylindre, et parallèle à une droite donnée. 

' ' : ■ 'ij-'t ' 

59. Si, par un point quelconque de l’espace, on mène 
une parallèle à la droite donnée, et une parallèle aux géné- 
ratrices du cylindre, le plan de ces deux droites sera paral- 
lèle au plan tangent cherché. Par conséquent, on obtiendra 
la trace horizontale de celui-ci, en menant, à la trace hori- 
zontale de la surface, une tangente parallèle à la trace hori- 
zontale du plau auxiliaire. 

Nous laissons au lecteur le soin de construire l’épure. 
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PROBLÈME V. 

Mener un plan tangent à un cône donné, en un point pris sur la surfaee. 

60. Supposons que le cône soit donné par sa trace ho- Fig. 25 
rizontale abcd et par son sommet (s, s'); supposons, de 

plus, que le point de contact soit donné par sa projection 
horizontale m. Des considérations semblables à celles du 
n° 55 prouveront que, pour obtenir la projection du contour 
apparent relatif au plan horizontal, il faut, par la projection 
s du sommet, mener des tangentes sc, sd à la base du cône; 
et que, pour déterminer le contour apparent relatif au plan 
vertical, il suffit de construire les traces verticales s'a', s'b' 
de deux plans ayant, pour traces horizontales, des tangentes 
à cette même base, perpendiculaires à la ligne de terre. 

On obtiendra ensuite, comme dans le cas du cylindre, 
les projections verticales m', m" des divers points qui, si- 
tués sur la surface du cône, ont m pour projection horizon- 
tale. 

Les traces horizontales des différents plans qui satis- 
font à la question seront les tangentes a/3, a'/3' à la base 
du cône, menées par les traces horizontales t, r des géné- 
ratrices de contact : les considérations qui viennent d’être 
rappelées démontrent encore cette partie de la construction. 

Enfin, les traces verticales 'des plans tangents s’obtien- 
dront, soit par une horizontale (mi, m'i'), soit au moyen de 
la génératrice de contact rs, r’s’. 

61 . Nous ne donnerons pas les solutions des questions 
sur le plan tangent au cône, analogues aux Problèmes II, 

III et IV, parce qu’il nous faudrait presque absolument nous 
répéter; mais nous engageons le lecteur à construire les 
épures que nous omettons, en variant les données. 
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PROBLÈME VI. 

Mener un plan tangent à une surface de révolution dont le méridien 
est donné, connaissant le point de contact. 

62. Nous admettrons toujours, dans les questions rela- 
tives aux surfaces de révolution , que l’on a pris le plan 
horizontal de projection, perpendiculaire à l’axe, et le plan 
Fig. 26. vertical, passant par l’axe. Les deux projections de cette 
droite seront alors le point o de la ligne de terre , et une 
droite oz' perpendiculaire à celle-ci. 

Cela posé, supposons d’abord, pour plus de simplicité, 
que la surface de révolution soit donnée par son méridien 
principal, c’est-à-dire par celui qui est situé dans le plan 
vertical de projection ; et adoptons, pour ce méridien, une 
ellipse ayant sou grand axe c'd' confondu avec oz' : la sur- 
face à laquelle nous nous proposons de mener un plan tan- 
gent sera un ellipsoïde de révolution (n° 6) ; mais nos rai- 
sonnements seront indépendants de cette hypothèse. 

63 Le contour apparent, relatif au plan vertical, est la 
méridienne principale a'b'c'd'. En effet, en un point quel- 
conque de cette courbe, le plan tangent à la surface est 
perpendiculaire au plan vertical, puisque celui-ci est con- 
fondu avec le méridien passant au point dont il s’agit. 
Quant au second contour apparent, lieu des points de con- 
tact des plans tangents verticaux, il est évident qu’il se 
compose en général de parallèles tels que a'b', déterminés 
par des tangentes au méridien principal, menées parallè- 
lement à l’axe. Dans le cas particulier représenté sur l’é- 
pure, ce parallèle (dout nous avons projeté seulement uue 
moitié) partage l’ellipsoïde en deux parties symétriques; 
pour ceUe raison, on l'appelle ordinairement équateur. 
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64. Soit actuellement tn la projection horizontale du 
point de contact M. Pour déterminer la projection verti- 
cale, il suffit d’observer que le point M est situé sur un paral- 
lèle. dont la projection horizontale est la circonférence nmp, 
décrite du point o comme centre , et dont il est bien facile 
d’obtenir la projection verticale n'm'p. 11 est clair, en même 
temps, qu'à la projection horizontale m peuvent corres- 
pondre les projections verticales m', m" d’autant de points 
situés sur la surface. 

65. Ces constructions préliminaires étant effectuées, 
supposons qu’il s’agisse de mener le plan tangent en ( m,m ). 
Pour résoudre ce problème , nous construirons d’abord la 
normale au même point. Or, la projection horizontale de 
cette droite est, évidemment, le rayon mo (49); et, pour ob- 
tenir sa projection verticale, rappelons-nous que cette nor- 
male, et la normale au point (h, »'), coupent l’axe en un 
même point (49). Si donc nous menons eu n' la normale 
n'i' à la méridienne principale (*), et si nous joignons le 
point i', où cette droite rencontre os', avec m\ la normale 
eu (m, m') sera déterminée. 

11 ne s’agit plus, pour achever l’épure, que de meuer par 
le point (m, »»') un plan a(3y , perpendiculaire à la droite 
(mo, m’i’). 

66. Dans l’exemple que nous avons choisi , le point 

(m, m") donne lieu à une seconde normale et à un second 
plan tangent symétrique du premier par rapport 

au plan de l’équateur. A cause de cette symétrie, les deux 


{*) Nous admettons, comme ci-dessus (56), que l’on sait toujours, 
rigoureusement ou approximativement, construire la tangente, et par 
suite la normale.'a une courbe plane, en un point de cette ligne. 
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plans tangents se coupent suivant une droite située dans 
ce dernier plan. 


PROBLÈME VII. 

Mener un plan langent à une surface de révolution dont le méridien 
n’est pas donné, connaissant le point de contact . 

Fie. 27. 67. Soient ab, a’b' les deux projections d’une ligne quel- 

conque, plane ou à double courbure, qui , en tournant au- 
tour de l’axe (o, oz'), engendre la surface. Soit ensuite m la 
projection horizontale du point de contact. On obtiendra, 
comme dans le problème précédent, la projection verticale 
m' de ce point, en construisant le parallèle (mn, m'n') qui 
passe en ce même point. 

On pourrait actuellement chercher la section faite dans 
la surface par le plan vertical de projection; puis, ayant 
obtenu ainsi la méridienne principale, on serait ramené au 
problème qni précède. Mais il est plus simple d’opérer di- 
rectement sur les données, comme il suit. 

Par le point (n, n'), où le parallèle passant par le point 
de contact coupe la génératrice , menons la tangente (nt, 
n't ') à cette courbe; puis, en ce même point, imaginons 
un plan perpendiculaire à la tangente : il contiendra la nor- 
male en (n, n') à la surface de révolution. Or, cette nor- 
male est projetée horizontalement suivant no: donc le 
point où elle coupe l’axe est l’intersection de celui-ci avec 
la trace verticale du plan dont il vient d’être question. 

Pour obtenir cette trace verticale, menons ne perpendi- 
culaire à nt, et n'c r parallèle à xy : ces deux droites se- 
ront les projections d’une horizontale du plan, ayant pour 
trace verticale le point (c, c') ; de sorte que c'r', perpendi- 
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culaire à n't', sera la trace verticale du plan normal, et 
que le point r' sera celui où la normale (no, n'r') eoupe 
l’axe. 

11 ne s'agit plus maintenant, pour achever l’épure, que 
de meuer les projections (mo, m'r') de la normale au point 
donné, et de faire passer, par ce point , un plan a/3y per- 
pendiculaire à cette droite. 

68. Adoptons, pour génératrice de la surface de révo- 28 . 
lution, une droite (ab, a'b'). En appliquant à cet exemple 
particulier la méthode employée dans l’épure précédente , 
on rencontrerait d’assez grandes simplifications ; mais il . 
sera encore plus court d’opérer comme il suit. 

m étant toujours la projection horizontale du point de 
contact M, soit (n, n') le point de la génératrice située sur 
le parallèle qui passe en M; et soit, par suite, m'ia projec- 
tion verticale de ce dernier point. 

À cause de la symétrie de la surface autour de son axe 
(o, oz') , si nous pouvons construire le plan tangent en 
(n, n'), il nous suffira de le faire tourner d’un angle égal à 
nom, pour obtenir le plan tangent en M. Or, le premier de 
ces deux plaus contient la génératrice (ab, a'b') (34), et. 
d’un autre côté, il doit être perpendiculaire au plan méri- 
ridien noz’. Conséquemment, sa trace horizontale est la 
perpendiculaire a'/3' abaissée du point a sur on, et sa trace 
verticale (3 '/ passe par la trace verticale h' de la généra- 
trice. 

Supposons maintenant que ce plan tourne autour de l’axe, 
jusqu’à ce que le point (n, n') se confonde avec (m, m'). 

Alors la trace horizontale a'[ V prendra la position x/3; et 
comme le point (o, d ') , où l’axe rencontre le plan mobile, 
ne change pas, la trace verticale du plan cherché sera(3(fy. 

2' e. -3 
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G9. Remarque. Si le point de contact (n, n') se déplace 
sur la génératrice («b, a' b'), h trace horizontale a'/3' tourne 
autour du point a, puisque cette trace est perpendiculaire 
au rayon on. 11 suit de là et des propriétés générales dé- 
montrées dans le chapitre III (44), que la surface dont nous 
venons de nous occuper est 'gauche. Nous verrons en effet, 
plus loin, qu’elle est connue sous le nom de surface q anche 
de révolution. Nous verrons aussi que cette surface ne dif- 
fère pas de Yhyperboldide de révolution, à une nappe. 

PROBLÈME VIII. 

Par une droite donnée, faire passer nn plan tangent à une sphère donnée. 

. # 
Fig. 29. 70. Lorsque deux plans I*, P', non parallèles, touchent 

une sphère O, leur iutersection AB est, évidemment, per- 
pendiculaire au plan du grand cercle EDFD' mené par les 
points de contact D, D\ Par suite, les tangentes CD, CD' 
à la circonférence EDFD' viennent concourir au point C, 
où le plan de cette circonférence est rencontré par l’inter- 
section des plans P, P'. 

Si donc AB est la droite par laquelle on veut faire passer 
un plan tangent à la sphère O, on mènera, du centre de 
celle-ci, un plan perpendiculaire à AB ; on déterminera le 
point C et la circonférence EDFD', intersections du plan 
avec la droite et avec la sphère ; on construira les tangentes 
CD, CD'; et les points D, D' seront ceux où la sphère tou- 
cbera les deux plans .cherchés P, P'. 

71 . Pour effectuer les constructions qui viennent d’être 
Fig. 50. indiquées, faisons passer la ligne de terre par le centre o 
de la sphère : les contours apparents de celle-ci , relatifs 
aux deux plans de projection, seront confondus suivant 
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une circonférence. de grand cercle efyh. Soient, en outre, 
ab, a'b' les projections de la droite donnée AD (*). Les 
perpendiculaires ox, oj3, abaissées du centre o sur ces 
projections, seront les traces du planEDFD'; et nous dé* 
terminerons, par la construction ordinaire, les projections t 
c, c' du point G. 

Actuellement, pour n’avoir pas à construire les projec- 
tions de la circonférence EDFD', rabattons son plan, c’est- 
à-dire le plan ouifi, sur le plan horizontal , en le faisant 
tourner autour de oz. La circonférence EDFD' se rabattra 
suivant efyh ; et le point (c, c') viendra se placer en un 
point C, , que nous obtiendrons par la construction con- 
nue (Prob. XXXVIII, Première Partie). Menons ensuite, 
de ce point C,, les tangentes C,D,, C,D, h efyh ; nous au- 
rons en D,, I), les rabattements des points de contact D, 
D'; après quoi il ne s’agira plus, pour achever l’épure , 
que de revenir de ces rabattements à leurs projections. On 
obtient ainsi les deux plans X, /*,!/, , X t u,v,. 

72. Remarque. L’épure dont nous venons d’indiquer là 
construction comporte trois vérifications : 

1° Les traces de chacun des deux plans tangents doivent 
passer, respectivement, par les traces de la droite AB ; 

2° Elles doivent être perpendiculaires aux projections 
des rayons menés aux points de contact (d,, d',), (d t , d'f); 

2° Enfin, les traces horizontales X,^,, X s ^ doivent pas- 


(’) SI les deux projections ab, a’b’ coupaient la circonférence efgh, il 
serait nécessaire de s'assurer que la plus courte distance du centre a 
à la droite AB est plus grande que le rayon de la sphère. Pour éviter 
cette recherche préliminaire, on prend habituellement une, au moins, ' 
des deux projections, extérieure à efgh. 
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ser, respectivement, par les points R,, R,, où les tangentes 
C,D,, QD, coupent la trace horizontale o«. 

73. Remarque. Si les traces de la droite AB étaient fort 
loin du centre de la sphère, la construction qui a donné le 
point (c, c') serait incommode, et il vaudrait mieux en em- 
ployer une autre, résultant de la solution du problème sui- 
vant : Construire les projections du point où une droite ren- 
contre un plan qui lui est perpendiculaire , sans employer 
les traces de la droite. Nous laissons au lecteur le soin de 
chercher cette solutiop. 

PROBLEME XX. 

Mener à une surface de révoluliou S , dont le méridien est connu , 
une normale parallèle à une droite donnée D. 

74. En supposant le problème résolu , soit P le pied de 
la normale cherchée N; c’est-à-dire le point de la surface 
S, pour lequel la normale est parallèle à la droite D. Le 
plan méridien en P doit contenir N (49); donc il est pa- 
rallèle à D. De plus, la section déterminée dans la surface 
par ce plan méridien , a pour normale , au point P, la 
droite N : cette dernière proposition résulte de Ip propriété 
principale du plan tangent (27), et de la définition de la 
normale (35). 

Il faut donc, pour résoudre le problème : 

1° Mener un plan méridien M' parallèle à la droite D; 
2° imaginer, par un point de l’axe, une parallèle D' à cette 
même droite; 3° amener le méridien M' et la droite D' dans 
le méridien principal M , en les faisant tourner autour de 
l’axe ; 4° mener à la courbe méridienne principale une nor- 
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male N' parallèle au rabattement de D' (*); 5° revenir du 
rabattement N' à la normale véritable N. 


(*) Pour mener à une courbe plane une normale parallèle à une droite 
donnée, on trace d’abord une tangente perpendiculaire à cette droite;, 
après quoi l’on mène, par le point de contact, une parallèle à la même 
droite : cette parallèle est la normale cherchée. Il faut remarquer, re- 
lativement à ce procédé, qu’il détermine assez rigoureusement la posi- 
tion de la tangente; mais qu’il n’en est de même, ni pour le point de 
contact, ni, par suite, pour la normale. 
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CHAPITRE V. 

Sections plane» des cylindres et des cône». 


75. Les problèmes dont nous allons développer les so- 
lutions ne sont, évidemment, que des cas très-restreints de 
la question dans laquelle ou se proposerait de trouver l'in- 
tersection de deux surfaces quelconques. Mais comme ces 

v 

problèmes ont des applications continuelles, qu’ils sont 
beaucoup plus simples que le problème général , et qu’ils 
donnent, en quelque sorte, la clef de celui-ci nous avons 
pensé, à l’exemple de plusieurs auteurs, qu’il était indis- 
pensable de les traiter à part. 

PROBLÊ xüZS X, 

Trouver : 1° l’intersection d’un cylindre vertical et d'un plan perpendiculaire 
au plan vertical ; 2° la tangente en un point de l’intersection ; 3° le ra- 
battement de celle courbe et de sa tangente; 4° le développement du 
cylindre; 5° la transformée de l'intersection; 6° la tangente à cette 
transformée. 

76. Projections de V intersection. Le cylindre étant ver- 
tical, tous les points de sa surface se projetteront horizon- 

Fig. 51. talement sur sa base acdb, que nous supposons située dans 
le plan horizontal de projection. Par conséquent, cette 
courbe acdb sera la projection horizontale de la section faite 
dans le cylindre par le plan donné a/3y. Quant à la projec- 
tion verticale de cette section, il est évident qu’elle se réduit 
à la partie «A de la trace verticale de ce plan , comprise 


Digitized by Google 



DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 


39 


entre les projections a' a", b' b " des génératrices-limites. 
Enlin, comme nous supposons le cylindre terminé, à sa 
partie supérieure, par un plan horizontal a!'W, il s’ensuit que 
la première partie du problème est complètement résolue. 

77. Construction de la tangente. La tangente en un 
point quelconque (m, »»,) de l’intersection est projetée, ho- ■, 
rizontalement, suivant la tangente tmr à la trace du cylindre, 
et, verticalement, suivant la trace fiy du plan sécant. Ceci 
résulte de ce théorème général, qu’il suffit d’énoncer : la 
tangente en un point de la courbe d'intersection d’une sur- 
face et d’un plan , est l’intersection du plan tangent à la 
surface , en ce point, avec le plan de la courbe. 

78. Rabattement de l'intersection. Four obtenir l’inter- 
section en vraie grandeur, on pourrait rabattre, sur l'un ou 
sur l’autro des deux plans de projection, le plan sécant ; maU 
il est plus simple, à cause de la nature des données, de le 
faire tourner autour de la perpendiculaire au plan vertical, 
projetée en c,, jusqu’à ce qu’il devienne horizontal. Dans 
ce mouvement, chacun des points de' la courbe, le point 
(m, m,), par exemple, décrit, autour de l’axe de rotation, 
un arc dont la projection horizontale mM est parallèle à la 
ligne de terre, et qui se projette en vraie grandeur, sur le 
plan vertical, suivant l’arc nqm,. Par conséquent, la nou- 
velle projection verticale du point considéré est m 4 , et sa 
nouvelle projection horizontale est M. Par conséquent aussi, 
âprès le mouvement de rotation, la courbe d’intersection 
est projetée, en vraie grandeur, suivant AcBd. 

79. Remarque. Si la base abcd du cylindre est une cir- 
conférence, la section ABcd est une ellipse, (Voyez la note 
placée à la fin de la Première Partie.) 

80. Développement du cylindre. Ce développement est 
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la limite des développements des prismes inscrits au cy- 
lindre (20). Si donc, après avoir inscrit dans la base abcd 
un polygone dont les côtés soient assez petits pour qu’on 
-puisse, sans erreur sensible, les regarder comme confondus 
avec les arcs correspondants, on porte ces côtés, les uns à 
Fie. 32. la suite des autres, sur une droite indéfinie XY, puis qu’on 
élève, par les points de division ainsi obtenus, des droites 
perpendiculaires à XY, et égales à la hauteur c'c" du cy- 
lindre, l’ensemble des petits rectangles ainsi formés pourra 
être regardé comme étant, à fort peu près, le développe- 
ment du cylindre. 

Sur notre épure, nous avons supposé que le prisme qui 
remplace le cylindre est ouvert suivant la génératrice pro- 
jetée en a, et nous avons placé la droite XY sur le prolon- 
gement de la ligne de terre : cette disposition est la plus 
commode de toutes, surtout quand on veut construire la 
transformée de la section. 

81 . Remarque. Quand le cylindre est à base circulaire, 
on peut, pour obtenir une approximation plus grande, mo- 
difier, comme il suit, le procédé qui vient d’être indiqué. 

Ayant divisé la circonférence abcd en arcs égaux suffi- 
samment petits, on prend, sur la droite XY, une longueur 
égale aux ~ du diamètre ab ; après quoi l'on divise cette 

longueur en autant de parties égales qu’il y a de divisions 
dans la base du cylindre. On achève ensuite comme il a été 
dit ci-dessus. 

Cette méthode est , graphiquement parlant , très-appro- 
chée : on sait, en effet, que le nombre donné par Ar- 
chimède, ne diffère du rapport de la circonférence au dia- 
mètre, que d’une quantité inférieure à 0,002. . 
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82. Transformée de la section. Concevons, comme pré- 
cédemment, qu’un prisme soit inscrit au cylindre. La section 
faite dans ce polyèdre, par le plan afiy , 'sera un polygone 
dont les sommets (a, a,), (m, m,), (c, ç,)... viendront, 
quand nous développerons la surface prismatique, se placer 
en A, M, C... sur les transformées des arêtes. De plus, les 
distances A a, Mm, Ce... Seront égales, respectivement, à 
a'a u m'm lt c'c t ... Enfin, le polygone dont les sommets sont 
les points A, M, C... ainsi obtenus, aura, évidemment, ses 
côtés ou ses éléments égaux aux éléments correspondants 
du polygone tracé sur le prisme : on pourra donc le dési- 
gner sous le nom de transformée de celui-ci. Cela posé, si 
le nombre des faces du prisme inscrit augmente indéfini- 
ment, le développement du prisme tendra sans cesse -à se 
confondre avec le développement du cylindre ; et, en même 
temps, la transformée de la section prismatique s’appro- 
chera de plus en plus d’une certaine courbe-limite AMCB..., 
laquelle est dite transformée de la section cylindrique (*). 

Cette transformée sera obtenue avec toute l’approxima- 
tion que la question comporte si,- après avoir construit, 
comme il a été indiqué plus haut, le développement du cy- 
lindre, et après avoir rapporté sur ce développement les 
points (a, a,), (m, m,), (c, c,)..., ou fait passer, par les 
points A, M, C..., un trait continu AMCB... (**). 

(*) Pour ne pas compliquer l’épure , nous avons désigné , par les 
mêmes lettres A, M, C, B... les sommets du polygone obtenu en déve- 
loppant le prisme, et les limites de ces sommets, situées sur la conrbe 
avec laquelle le polygone tend à se confondre. Mais il est bien entendu 
que, rigoureusement parlant, les premiers points ne coïncideront jamais 
avec les seconds. 

(**) On peut se proposer de trouver l’équation de la transformée 
AMCB. Pour cela, supposons que l’on sache exprimer l’arc am—s de ' 
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83- Remarque. Nous avons vu, tout à l’heure , que la 
transformée de la section prismatique a ses éléments égaux, 
respectivement, à ceux de la section. Par suite, les péri- 
mètres de ces deux polygones sont égaux entre eux. Or, 
deux quantités constamment égales ont des limites égales; 
donc la section plane d’un cylindre, et lu transfortnie de 
celle section, sont deux lignes de même longueur. 


84. On reconnaîtra sans difficulté que le raisonnement 
qui précède s’appliquerait, soit i lune ligne quelconque tracée 
sur un cylindre, soit, plus généralement, à toute ligne tracée 
sur une surface développable quelconque. Nous énoncerons 
donc, dès à présent, ce théorème général : 


la base du cylindre, eu fonction do l’ataràse ap—x du point m, et soit 
Sim ç (a;) la relation entre ces deux variables. Soient, en outre, 6 l'in- 
clinaison du plan sécant sur lo pian horizontal, et h la hauteur à 
laquelle ce plan vient couper la génératrice a' a'. On aura , pour 
l'ordonnée du point (m, m,), z — h+xtgô. Or, sur le développement, 


am— X— », et Mm— Y— a. L’équation cherchée sera donc X— <? 


Y-h 

tgô ' 


Si la base du cylindre est uu cercle de rayon U, on aura 


. s— R arc cos 


R — x 

"TT* 


. Par conséquent, la transformée sera représentée par 


X— R ârc cos 1 1 ïHg^) ■ 
ou, en réduisant, par 1 — Rlg^“ C0S R'' 

Pour simplitier celte équation, transportons l’origine du point C dont 
les coordonnées sont 1*R et A-f-R igO; et nous aurons entin : 

On voit que ta transformée de la section plane d’un cylindre de révo- 
lution est une variété de la siNosoina. 
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Toute ligne, tracée sur une surface développable, est de 
même longueur que sa transformée. 

85. Il existe, entre toute ligne tracée sur la surface d’un 
cylindre et la transformée de cette ligne, une autre relation 
remarquable, que l’on peut énoncer ainsi : 

Si l'on considère, sur une surface cylindrique et sur son 
développement , une ligne quelconque et sa transformée, les 
tangentes à ces deux lignes, en deux points correspondants, 
sont également inclinées sur les génératrices et sur les trans- 
formées de celles-ci ; 

Ou, en termes plus courts, mais moins exacts : 

L'angle que fait la tangente à une courbe tracée sur la 
surface d’un cylindre, avec la génératrice passant par le 
point de contact , reste invariable quami on développe ta 
surface. 

Pour démontrer cette proposition, substituons encore, 
au cylindre, un prisme qui lui soit inscrit, et traçons, sur la 
•ürface prismatique, un polygone dont les sommets soient 
les points de rencontre des arêtes avec la courbe tracée 
sur le cylindre; puis développons la surface. Dans cette 
opération , les trapèzes formés par les arêtes, par les côtés 
de la base du prisme et par les côtés du polygone, viendront 
8e placer, les uns à la suite des autres , sur le plan de dé- 
veloppement. Conséquemment, l’angle formé par un côté 
quelconque du polygone, avec les arêtes du prisme, reste 
invariable quand on développe celui-ci. Or, le prolongement 
d’un côté MN du polygone tracé sur la surface prismatique 
a pour limite la tangente en M à la courbe tracée sur le cy- 
lindre. De même, le prolongement de l’élément M'N' ap- 
partenant à la transformée du polygone , a pour limite la 
tangente en M' à la transformée de la courbe, etc 
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86. Des considérations toutes semblables prouvent que : 

Si l’on considère, sur une surface développable et sur son 

développement, me ligne quelconque et sa transformée, les 
tangentes à ces deux lignes, en deux points correspondants, 
sont également inclinées sur la génératrice passant par ce 
, premier point et sur la transformée de celle-ci. 

87. Construction de la tangente à la transformée de la 
section cylindrique. Reportons-nous maintenant à la fig. 31 . 
La tangente au point M de l’espace, la projection horizontale 
rm de cette droite, et la portion Mm de la génératrice for- 
ment un triangle Mmr, évidemment rectangle en m, et égal, 
par conséquent, au triangle Mmr (fig. 32) formé par la 
tangente Mr à la transformée de la section, la transformée 
Mm de la génératrice, et la transformée de la base du cy- 
lindre. En effet, ces deux triangles ont un angle aigu égal 
et un côté égal. Donc la base mr du second est égale à la 
base rm du premier. De là, cette règle : 

Prenez sur le développement du cylindre , à partir du 
point où la transformée de la génératrice passant par le 
point de contact rencontre la transformée de la base, et dans 
le sens convenable, une distance égale à l’intervalle compris 
entre la trace horizontale de la tangente et la trace horizon- 
tale de la génératrice ; joignez le point ainsi obtenu avec le 
transformé (*) du point de contact ; vous aurez la tangente 
à la transformée de la courbe tracée sur ce cylindre. 

DE L HÉLICE . 

88. Parmi les courbes, en nombre infini, que l’on peut 

(*) Puisque l’on dit : la transformée d’une ligne, pourquoi ne dirait-011 
pas : le transformé d’un point? Par les progrès des sciences et des arts, 
certains néologismes sont forcément introduits dans le langage. 
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supposer tracées sur la surface d’un cylindre quelconque, 
l’une des plus importantes est I'hélice. On désigne, sous ce 
nom, toute ligne dont la transformée est une droite. D’après 
cette définition, les sections faites dans un cylindre, par des 
plans perpendiculaires aux génératrices , sont des hélices. 

Les génératrices elles -mêmes peuvent être regardées 
comme étant un cas particulier de ces courbes : ce sont des 
v hélices rectilignes. 

89. La droite transformée d’une hélice quelconque peut 
être regardée comme une ligne dont la tangente a une di- 
rection constante ; et il est clair qu'une courbe ne saurait 
jouir de cette propriété. Par conséquent, et d’après ce que 
nous avons expliqué ci-dessus (85) : la tangente en un 
point quelconque d'une hélice fait, avec les génératrices, un 
angle constant. Cette propriété est souvent prise pour dé- 
finition. 

90. Théorème. Les hélices tracées sur un cylindre quel- 
conque sont des courbes à double courbure. 

Supposons, s’il est possible, qu’un arc ABC d'hélice soit Fm. 33. 
situé dans un plan. Alors les tangentes AS, BR, CT à 
cette ligne feront, avec les génératrices passant par les 
points de contact, des angles égaux entre eux. En d’autres 
termes, si, par un point du plan ABC, on menait des paral- 
lèles aux tangentes et une parallèle aux génératrices, la 
dernière dfoite serait également inclinée sur les trois au- 
tres. Cette conclusion, admissible si l’hélice est droite, 
ou si son plan est perpendiculaire aux génératrices, est 
absurde dans tout autre cas. Ainsi, de toutes les hélices tra- 
cées sur un cylindre quelconque, les seules qui soient planes 
sont les génératrices, ou les sections perpendiculaires à ces 
droites. 
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91. Remarque. La section obtenue en coupant un cy- 
lindre par un plan perpendiculaire aux génératrices, est 
appelée section orthogonale ou section droite . 

92. Théorème. Dans l’hélice, la sous-tangente est égale 
à l'abscisse curviligne. 

Prenons, pour origine de l'hélice AMB, le point A où 
elle perce la section droite A mb du cylindre C. Soit ensuite 
MR la tangeute en un point quelconque M de la première 
courbe : cette tangente aura pour projection, sur le plan 
XY de la section droite, la tangente mR à cette dernière 
ligne. La distance Rm, comprise entre la trace R de RM et 
la projection m de M, est ce qu’on appelle sous-tangente ; 
et l’arc Am est Yabscisse curviligne du point M. 

Le théorème énoncé consiste donc en ce que 
Rm— arc Am. 

• 

Or, si on développe le triangle cylindrique AmM, on ob- 
tiendra un triangle rectangle A'm'M', dans lequel les côtés 
M'm', A 'm' de l’angle droit seront égaux, respectivement, à 
Mm et à l’arc Am rectifié. D’un autre côté, l’hypoténuse 
A'M' pouvant être considérée comme se confondant avec sa 
tangente en M', il résulte, de la règle démontrée ci-dessus 
(87), que le côté A'm' est égal à la sous-langeute Rm; 
celle-ci est donc égale à l’abscisse curviligne Am. 

95. Théorème. Le lieu du point on la tangente à l’ hélice 
perce le plan d'une section droite du cylindre, est une déve- 
loppante de cette section droite. 

D’après le théorème précédent, il faut, pour avoir ce lieu, 
mener une tangente quelconque mR à la section droite 
A mb, et prendre ensuite, sur cette tangente, à partir du 
point de contact, une longueur mR, égale à l’arc Am rco 
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tifié. Cette construction est précisément celle qui sert à 
définir la développante d’uue courbe quelconque kmb. Le 
théorème est donc évident. 

94. Théorème. Le plus court chemin entre deux points , sur 
la surface d'un cylindre, est le plus petit des arcs d’hélices 
terminés à ces deux points. 

Remarquons d’abord que, par deux points A, B, pris sur 
la surlace d’un cylindre ayant pour base une courbe fermée, 
on peut faire passer une infinité d’hélices. En effet, ima- 
ginons un plan P, mené par le point A, perpendiculaire- 
ment aux génératrices, et supposons, pour fixer les idées, 
que le point B soit au-dessus de ce plan P. Si, par le point 
A, nous menons une infinité d’hélices dont les inclinaisons 
avec les génératrices augmentent d’une manière continue, 
en commençant par une inclinaison nulle, il y aura une de 
ces courbes qui passera par le point B, sans avoir rencon- 
tré toutes les génératrices ; il y en aura une qui, après les 
avoir coupées toutes, rencontrera de nouveau une partie 
d’entre elles, et se terminera en B ; et ainsi de suite {*). 



(*) Lorsqu’une hélice est tracée sur un cylindre à base fermée, elle 
se compose d'une infinité d’arcs, tous égaux entre eux, et déterminés 
par les rencontres successives de la courbe avec nue même génératrice. 
Chacun de ces arcs est une spire. L’intervalle constant compris entre les 
extrémités d’une même spire, est ce qu’on appelle pas de Cltélice, etc. 
Relativement aux hélices dont il est question dans le texte, si l'on dé- 
signe par l la longueur de la section faite par le plan P, par h la hau- 
teur du point B au-dessus de ce plan , par s l'arc compris entre le 
point A et la projection du point B; enfin par i l’angle que fait, avec 
les génératrices, la tangente à une quelconque de ces courbes; on aura 

lgi-i±*. 

Dans cette formule, n représente le nombre des spires contenue» 
dans l’arc AB. ■ * ' 
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Cela posé, considérons, avec la première de ces hélices, 
une courbe quelconque ACB, tracée sur la surface cylin- 
drique, et terminée aux points A, B. Quand nous dévelop- 
perons le cylindre, ces deux lignes conserveront, respecti- 
vement, leurs longueurs (84). Or, la droite, transformée 
de l’hélice, est plus courte que la transformée de ABC. etc. 

PROBLÈME XI. 

Trouver : 1° les projections de la section droite d’un cylindre quelconque; 

2° le rabattement de cette courbe; 5° le développement du cylindre; 

4° la transformée de sa hase; 5° les tangentes à la section droite et à 

la transformée de la base. 

95. Projections de la section droite. Supposons, comme 
dans le Problème X, que le cylindre soit donné par sa 
Fie. 35. trace horizontale abcd, et par la direction de ses généra- 
• , trices. Après avoir déterminé , comme à l’endroit cité, les 
projections des contours apparents, prenons un plan a(3y, 
dont les traces soient, respectivement, perpendiculaires 
aux projections des génératrices : ce plan, par son inter- 
section avec la surface du cylindre, donnera la section 
droite de celui-ci. 

Pour obtenir les projections de cette courbe, il suffit, 
évidemment, de chercher les points où un certain nombre 
de génératrices , convenablement choisies, percent le plan 
«Py. Nous avons indiqué, sur l’épure, la construction qui 
donne le point (m, m'), correspondant à la génératrice quel- 
conque (mp, m'p'). En renvoyant, pour l’explication de ce 
tracé, au Problème VII de la Première Partie, nous men- 
tionnerons cependant une circonstance particulière qui se 
présente dans cette épure, et qui la simplifie considérable- 
ment. 
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Comme les plans auxiliaires, tels que mpÆs, sont tous 
parallèles entre eux, les projections verticales de leurs in- 
tersections avec le plan «/3 y seront toutes parallèles à l’une 
déliés, par exemple, à e'm'. Il suffira donc, pour obtenir 
ces projections avec une grande exactitude, de construire 
les points où elles rencontrent la ligne de terre. 

En faisant passer deux traits continus par les points dé- 
terminés comme il vient d être dit, on aura les projections 
de la section droite. Mais, pour que ces courbes soient 
mieux construites, il convient de leur mener des tangentes, 
d’abord en des points quelconques, et ensuite en des points 
remarquables. 

95. Construction de la tangente. Considérons d’abord 
un point quelconque M de la section, projeté en (m, m'). La 
tangente en ce point est 1 intersection du plan de la courbe 
et du plan tangent au cylindre, en ce même point M (77). 
Si donc nous construisons la trace horizontale pr de ce 
dernier plan, et que nous joignions le point r, où elle ren- 
contre la trace horizontale «j3, avec la projection hori- 
zontale m du point de contact, nous aurons la projection 
horizontale de la tangente en M. On obtiendra la projec- 
tion verticale r'm' de la même droite, en faisant attention 
que le point (r, r'), où se coupent les traces horizon- 
tales des deux plans, est la trace horizontale de leur inter- 
section. 

96. Les points remarquables sont , dans l’épure qui nous 

occupe, les points (h, h'), [g, g'), (*, *') situés 

sur les contours apparents. Les considérations exposées 
ci-dessus (52), ou l’application de la règle précédente, 
prouvent que les tangentes en f, h, sont les projections 
horizontales df. bh des génératrices extrêmes, et que les 


* % 

* *. r 
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tangentes en g', k' sont, semblablement, les projections du 
contour apparent, relatif au plan vertical. 

97. Pour éviter la multiplicité des constructions, nous 
n'avons pas déterminé : 1° les points pour lesquels la tan- 
gente est horizontale; 9° les points pour lesquels la tan- 
gente est parallèle au plan vertical. Nous engageons le 
lecteur à effectuer cette recherche, qui ne présente aucune 
difficulté. 

98. Tout ce qui précède subsisterait sans modification, 
si le plan afiy, au lieu d’être perpendiculaire aux généra- 
trices du cylindre, avait une direction arbitraire. Ainsi, 
nous pouvons regarder comme résolu ce problème générai : 
Construire les projections de la section faite dans un cylin- 
dre par un plan quelconque. 

99. Rabattement de la section droite. On a vu, dans la 
Première Partie (Problèmes XXX .VIII et suivants), comment 
on peut construire le rabattement d’une figure plane, con- 
naissant ses deux projections. L’application du procédé gé- 
néral, aux différents points (m, m'), (y, g'), etc., fournit les 
points M,, G,... En unissant ceux-ci par un trait continu, 
on aura, avec une approximation suffisante, non plus les 
projections de la section droite, mais cette section même, 
eu vraie grandeur. Il ne sera pas plus difficile de construire 
le rabattement rM, de la tangente rM. 

Nous n’aurions donc rien à dire sur cette partie de l’é- 
pure, si nous ne devions faire remarquer les simplifications 
suivantes, applicables à toutes les questions ayaut pour 
objet les rabattements des figures planes. 

100. 1° Considérons, pour fixer les idées, le point M 
de l’épure, projeté en m, m' f et rabattu en M ( . Pour ob- 
tenir ce dernier point, on doit (Première Partie, Pro- 
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blême XXXVI1IJ construire l’hypoténuse du triangle Mme, 
rectangle en tn, et dans lequel le côté vertical Mm est égal 
à 

Au lieu de rabattre ce triangle autour de sa base me, et 
de répéter la même opération pour les triangles semblables 
à celui-là (*), et relatifs aux points G, F..., ce qui amènerai! 
de la confusion dans l’épure , transportons tous ces trian- 
gles, parallèlement à eux-mêmes, jusqu’à ce que leurs base* 
viennent *e placer sur une droite x'y', SI maintenant lê 
plan vertical qui les contient tous se rabat sur le plaît hori- 
zontal, les diverses hypoténuses viendront, évidemment, se 
placer sur une même droite dont nous construirons un 
point ttij, en prenant sur mp,, perpendiculaire à x'y' , la 
distance p,m, égale à ym Les perpendiculaires nn u 
donneront ensuite les hypoténuses cherchées e,rt, , 

«tÿl— 

3° Il n’est pas nécessaire, pour construire les points 
®*it *»t * de connaître les projections horizontales cor- 

respondantes m, n, </..< : on peut même, pour plus d’exac- 
titude et de simplicité* déterminer celles-ci à l'aide des fa* 
battements m,, », , g,. 

En effet, l’angle aigu est, évidemment, le complé- 
ment de 1 angle aigu formé par une génératrice quelconque 
pM et par sa projection horizontale yrn. D’après oela, pre- 
nons, sur la génératrioepM, un point quelconque, par exem- 
ple celui qui est projeté en e, è' ) puis, après avoir abajssé 
pp, .perpendiculaire à x'g' et avoir pris e,e, égale à e'ë', 

•Wüfli ’iVi* T; # oJ'i i» , L;j 


(*) Ces triangles rectangles sont semblables , parce que l’angle aigu 
idem mesure l’inclinaison du plan apy sur le plan horizontal, (Voyez la 
Première Partie.) 
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menons p,e t : cette droite sera la position occupée par la 
génératrice quand, après l’avoir transportée parallèlement 
à elle-même, nous l’aurons fait tourner autour de x'y'. 

Les autres génératrices viendront, semblablement, se ra- 
battre suivant des parallèles à p t e,. Nous obtiendrons un 
point de chacune d’elles en abaissant bb„ dd,... perpendi- 
culaires à x'y'; et, en coupant tous ces rabattements par la 
perpendiculaire commune e,À, , nous obtiendrons , tout d’un 
coup, les points m„ n„ g,... Nous pourrons ensuite, comme 
nous venons de le dire, déterminer par leur moyen, non- 
seulement la projection horizontale de la section, mais en- 
core sa projection verticale. 

5° Les rabattements m,, n,, g,... ayant été construits 
par l’un ou par üautre des deux procédés qui viennent d’être 
indiqués, la recherche du rabattement M,N,G,... de la sec- 
tion droite n’offrira plus de difficulté. 

101. Remarque. Au lieu de regarder les droites p,»»,, 
b,h,... t comme ayant été obtenues par une translation et 
une rotation des génératrices, on peut supposer que ces 
dernières droites ont été projetées sur le plan vertical ayant 
pour trace x'y', et que ce plan vertical a été rabattu sur 
le plan horizontal de projection. A ce point de vue, le plan 
vertical dont il s’agit est un nouveau plan vertical de pro- 
jection, et la droite x'y' est une nouvelle ligne de terre. En 
même temps , la droite e^ sera la nouvelle trace vertieale 
du plan «j 3y; la droite m,n,g l sera la nouvelle projection 
verticale de la section droite , etc. On voit qu’il peut être 
utile, dans certains cas, d’employer des projections auxi- 
liaires. 

102. Développement du cylindre. Nous savons que la 
section droite d’uu cylindre se transforme, quand on effec- 
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tue le développement , en une perpendiculaire aux transfor- 
mées des génératrices (88). Si donc, sur une droite indéfinie 
UV, nous prenons les distances MM, MG. GF, FN, NK, Fig. 36. 
KH„ respectivement égales aux arcs H,M,, M,G, rectifiés (*), Fig. 35. 
puis que, par les points H, M. G..., nous menions des 
perpendiculaires à UV, ces droites pourront être regardées 
comme les transformées des génératrices du cylindre, dont 
UV représentera la section droite. 

103. Transformée de la base. Rappelons-nous mainte- 
nant qu'une ligne quelconque , tracée sur la surface du 
cylindre, est de même longueur que sa transformée (84). 

Par conséquent, pour construire un certain nombre de points 
appartenant à la transformée de la trace horizontale du cy- 
lindre, il nous suffira de prendre les longueurs Mb, Mp... Fig. 36. 
respectivement égales aux vraies grandeurs h i b l , m,p,... 

des portions de génératrices, comprises entre le plan de la 
section droite et le plan horizontal. La courbe bpa..., qui 
réunira tous les points ainsi obtenus, sera la transformée 
cherchée. 

Quant à la partie de la surface située au-dessus de la sec- 
tion droite, on peut la terminer par un simple arrachement. 

104. Tangente à la transformée de la base. Les consi- 
dérations du n° 87 prouvent que, pour mener la tangente 
au point p de la transformée, correspondant au point M de 
la section droite, il suffit de prendre, sur la droite indéfinie 
UV, la distance Mr égale à M,r, et de joindre le point r au 


(*) Pour rectifier approximativement les arcs H,M,, on in- 

scrit, dans chacun d’eux, des cordes égales entre elles cl assez petites 
pour qu’on puisse, sans erreur sensible, les regarder comme se con- 
fondant avec les petits arcs qu’elles sous- tendent. 
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point p- On peut encore déterminer le point r par la coo- 
, dition que la distance pr soit égale h la partie pr de la tan* 
gente à la trace horizontale du cylindre. 

105. Si l’on voulait déterminer les points delà transfor- 
mée bpa..> pour lesquels la tangente est perpendiculaire 
aux transformées des génératrices, il suffirait d’observer 
qu’ils correspondent aux points de la base pour lesquels, 
pareillement, la tangente est perpendiculaire aux généra-t 
trices. Pour abréger, nous n'avons pas indiqué ces points 
sur notre épure. 

106. Remarque. Il n'est pas nécessaire , pour déter- 
miner le développement du cylindre, de construire les deu* 
projections de la section droite. Il suffit, comme on a pu le 
prévoir, d’ employer le rabattement e,). t de cette courbe, 
c’est-à-dire sa projection sur le plan vertical auxiliaire x'y'. 
On pourrait même se passer complètement de la section 
droite, et recourir à un procédé indiqué par M. Babiuet. 
L’ttsage ayant fait prévaloir la méthode exposée ci-dessus, 
et celle de l’illustre savant, tout ingénieuse qu’elle est, ne 
nous paraissant pas préférable à l’autre, nous nous en 
tiendrons aux explications précédentes. 

S»KOBX.àM£ Xtl. 

Trouver : 1° l'intersection d'un cône de révolution et d’un plan perpendi- 
culaire au plan vertical ; la tangente eu un point de l’intersection ; 

3° le rabattement de celle courbe et de sa tangente ; i* le développe- 
ment du cône; 8° la transformée de l'intersection; 6° la tangente à édite 

transformée. 

»- — 

407. Projections de l’intersection. Prenons le plan hori- 
Fig. 37. ïontâl de projection, perpendiculaire à l’axe du cône, et 
faisons passer le plan vertical par cet axe , perpendiculai- 
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rement au plan donné. Alors les projections de l’axe seront 
le point s, situé sur la ligne de terre, et -la perpendicu- 
laire sa' à cette droite. En même temps, la section méri- 
dienne du cône, ou le contour apparent, relatif au plan ver- 
tical, sera le triangle isoscèle as'c. Il est évident qu'il n’y 
aura pas de contour apparent, relatif au plan horizontal, et 
que la base du cône sera la circonférence décrite sur ar 
comme diamètre. Pour plus de clarté dans l'épure, nous 
avons seulement tracé la partie de cette base, située en 
avant du plan vertical. Enfin, le plau sécant a/3 y aura sa 
trace horizontale a/3. perpendiculaire à la ligne de terre. 

108. Ces constructions préliminaires étant effectuées, on 
observera que la projection verticale de l’intersection est le 
segment g'ï de la trace verticale (3 y, compris entre les 
projections s'a, s'c des génératrices extrêmes; en sorte 
que la projection horizontale seule est inconnue. 

Pour la déterminer, on peut employer deux procédés 
principaux , qui se déduisent des deux modes suivant les- 
quels toute surface de révolution peut être engendrée (2ii, 



En effet, soit M un point quelconque de la courbe d’in- 
tersection, ayant m' pour projection verticale. Par ce point 
M, on peut faire passer, soit un méridien, soit un parallèle. 

Le méridien , c’est-à-dire la génératrice rectiligne pas- 
sant en M, a pour projection verticale s'm'd sa projection 
horizontale s'obtient immédiatement, puisque cette généra- 
trice a sa trace horizontale sur celle du cône. Quant au pa- 
rallèle du point M, il a pour projection verticale la droite 
k'I' parallèle à la ligne de terre; et il se projette en vraie 
grandeur, sur le plan horizontal , suivant la circonférence 
ghl. Chacune des deux méthodes donne ainsi, très-aisé- 
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ment, la projection horizontale m d’un point quelconque M 
de l’intersection. Cette ligne se projette donc suivant une 
courbe gmi... qui a pour axe la ligne de terre, et pour 
sommets les points g, i. 

109. Remarque. Des deux procédés qui viennent d’être 
indiqués, le second, seul, est applicable à la détermination 
du point h, situé sur le méridien perpendiculaire au plan 
vertical de projection. 

110. Remarque. Afin de rendre l’épure plus régulière, 
et surtout en vue des constructions ultérieures, on divise 
la demi-circonférence abc en un certain nombre de parties 

' égales; et l’on emploie les génératrices passant par les 
points de division. 

lll t Construction de la tangente. Elle ne diffère pas de 
celle qui a été expliquée ci-dessus (95), et donne mr pour 
projection horizontale de cette ligne. 

112. Rabattement de l’intersection. Pour cette partie de 
l’épure, que nous n'avons pas effectuée, nous renverrons le 
lecteur au Problème XI (99). 

113. Dévebppement du cône. Concevons que l’on ait in- 
scrit, dans un côue, une série de pyramides dont les faces 
latérales diminuent indéfiniment, et qu’on ait développé les 
surfaces ainsi obtenues : la limite de ces développements 
sera ce qu’on appelle le développement de la surface co- 
nique (20). 

Dans le cas qui nous occupe, le cône est droit, à base 
circulaire ; par conséquent, son développement sera un sec- 
Fm. 38. teur circulaire ASA,A, dont le rayon SA sera la génératrice 
as', et dont l’arc ABA! aura même longueur que la circon- 
férence abc (84). 

Pour obtenir cet arc, on pourrait se contenter de porter, 
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sur la circonférence à laquelle il appartient, à partir du 
point A, et les unes k la suite des autres, des cordes égales 
à celles qui sous-tendent les arcs al, 12, 23... de la base 
du cône; mais il vaut mieux construire d’abord, à l’aide 
d’un rapporteur, l’angle ASA, (*) ; après quoi l’on partage 
l’arc ABA, en autant de parties égales qu’il y en a dans la 
circonférence abc. y-Vr S 

En faisant passer des rayons par les points de division 
obtenus k l’aide de l’une ou de l’autre de ces deux mé- 
thodes, on aura les transformées des génératrices du cône. • 

114. Transformée de l’intersection. Les distances com- 
prises entre le sommet du cône et les points où les géné- 
ratrices sont rencontrées par le plan sécant, restent invaria- 
bles, quand on développe la surface (84). Conséquemment, 
pour obtenir le transformé M du point (m, m') , il suffit 
de prendre, sur le rayon SD, la distance SM égale k celle Fig. 38. 
qui sépare le point (m, m') du sommet (s, s'). Or, cette Fig. 37. 
dernière distance est, évidemment, représentée par s'k'. 

En répétant la même construction , on obtieut la courbe 
GMHIG,, transformée de la section conique (**). 


(*) En désignant par R le rayon de la base ilu cône, par I le rayon 
du secteur, et par <p la mesure de l'angle ASA , , c’est-à-dire l’arc qui 
correspond à cet angle , dans le cercle dont le rayon est un , on a 

RnR— m.l, d’où <j— Sn5. D’un autre côté, ~ =*-?-, » étant le nombre 
T l Sit 360 

R 

de degrés de l’arc ABA,. Donc n— 360». y. 

Dans notre épure, R— 46"“, i— 1 79"“» ; en sorte que n— 809,9. L’angle 
ASA, est donc d’environ RIO*. 

(**) On peut, de la manière suivante, trouver l’équation de la courbe 
GMIG,. 

_ Désignons par a l’angle ig ’i que fait le plan sécant avec la géné- 
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H5. Tangente à la transformée de la section conique. 
Les considérations employées à propos du cylindre sont 
applicables ici, et l’on trouve, par leur moyen, que la tan- 
gente MR est l’hypoténuse du triangle RDM, dans lequel 
DR dr. 

116. Nature de la section. On peut démontrer, soit par 
dps considérations purement géométriques, soit par le cal- 
cul, que la section faite par un plan P daus un cône de ré- 


ntrice {as, as') , par ? l'angle as s générateur du cône, par d la distance 
g's'. Faisons, en outre, sm=u, osm=0, SM= p , ASM— <■>. 

Nous aurons d'abord, eb exprimant que AO— ad, AS.»= as.t, ou, à 
cause de as — AS sin 3 : 

«**àSr& (l) - 

sin p 

Le rayon vecteur j*n est la projection horizontale de SM ; donc 

u— p sin fl (8), 

Exprimons maintenant que les distances kg, Km' sont égales. Or, 
kp—u (1— cos 8); et, dans le triangic k'g'm. 

Km' g"K d — p ,, . ,, , , sin a 

sin « sin m Cos(a-t-jS) cos(a-t-p) 

Nous aurons donc, à cause de l'équation (a) : 


puis p. 


p (t— cos 4) sin 3— (d — p) 


d sin a 


cos 


(«-4-W 


(3), 


cos(a-f-p) slnp-+-sin a— cos (a-l-P) sin P cos — 

sin 


Pour simplifier le dénominateur, observons que 
eos(a-p-P) sin ?-t-sin a— cos (a+P) sin (J-f-sin (a-p-? — ?) — sin (a-f-P)cosé; 
et nous aurons enlin 

d sin a 


P" 


(*)• 


sin(a-+-P) cos?— cos (*+?) sin P cos 

Telle est l'équation qui représente les transformées des sections to- 
niques. Elle peut être mise sous la forme abrogée : 

p £ . 

t — t COSPItü 
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volution, est une courbe du second degré, c’est-à-dire nue 
ellipse, une hyperbole, ou une parabole * Dans l’exemple 
traité ci-dessus, le plan P coupait toutes les génératrices s 
et la courbe obtenue, située tout entière sur une seule nappe 
du cône, était une ellipse. Si, au contraire, le plan P ren- 
contre les deux nappes de la surface, ou, ce qui est la même 
chose, s’il est parallèle à deux génératrices, la courbe d’in- 
tersection, évidemment composée de deux branches sépa- 
rées et infinies, sera une hyperbole. Enfin, s’il arrive que 
le plan sécant soit parallèle à une seule génératrice, cette 
eourbe, ayant une seule branche infinie, sera une parabole. 

11 est intéressant de considérer h part le second cas, 
parce qu’il donne lieu à la construction des asymptotes de 
l’hyperbole. 

117. Cas où la section est une hyperbole . Supposons, Fie. 39. 
comme précédemment, que l’axe (o, ou') du cône soit situé 

dans le plan vertical de projection, perpendiculairement au 
plan horizontal; et, pour plus de régularité dans l’épure, 
limitons les deux nappes à deux plans horizontaux ab, a" b", 
symétriquement placés à l’égard du sommet, ou plutôt du 
centre (o, o'). En même temps, prenons le plan P (toujours 
supposé perpendiculaire au plap vertical) de manière que 
les points (e, e'), (f, f'), où il rencontre les génératrices ex- 
trêmes (ab, ab"), (ab, a"b), soient situés, l’un sur la nappe 
inférieure du cône, et l’autre sur la nappe supérieure. 

Au moyen de ces données , et en opérant comme dans 
l’épure précédente , nous obtiendrons , pour projection ho- 
rizontale de l’hyperbole H suivant laquelle le plan P coupe 
le cône, l’hyperbole eg, fh- 

118. Construction des asymptotes. Généralement, 
appelle asymptote d une courbe, la bmte des positions d’uns 
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tangente dont le point de contact s’éloigtie indéfiniment sur 
cette courbe. D’après cette définition, pour qu’une courbe 
ait une asymptote, il faut . 1° que cette courbe ait une 
branche infinie; 2° que, le point de contact s’éloignant in- 
définiment sur cette branche, la tangente s’approche sans 
cesse d'une position-limite. 

Il est facile de reconnaître que la courbe dont nous ve- 
nons de construire la projection horizontale , satisfait à la 
première condition. En effet, menons, parle centre du 
cône, un plan kk'V parallèle à aj3y; ce nouveau plan cou- 
pera la surface suivant des génératrices (ko, kT), ( lo , k T) 
parallèles au plan «j3 y. Remplaçons, par la pensée, la droite 
(ko, kT) par une autre génératrice G, qui fasse, avec la 
première, un très-petit angle : il est clair que le point M 
où cette dernière ligne rencontre le plan a(3y de la courhe 
H peut s’éloigner, autant que nous le voudrons, du point 
(e, e'), si l’angle dont il s’agit est rendu suffisamment petit. 
C’est ce qu’il fallait prouver. 

On voit, en même temps, que les génératrices parallèles 
au plan sécant sont les limites de celles qui rencontrent ce 
plan. Les considérations générales sur les surfaces dé- 
veloppables nous avaient déjà conduit à cette conclusion 
(n° 45). 

Remariions maintenant que la tangente à la courbe H, 
au point M, serait l’intersection du plan P avec le plan tan- 
gent au cône, suivant la génératrice G. Si donc cette inter- 
section s’approche indéfiniment d’une droite fixe, quand la 
génératrice G tend vers sa position-limite (ko, k'I'), cette 
droite fixe sera l’asymptote. Or, le plan tangent suivant la 
génératrice G a pour limite le plan tangent suivant (ko, kT); 
donc la tangente en M tend sans cesse à se confondre avec 
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la droite suivant laquelle ce dernier plan coupe le plan P; 
donc l’arc infini projeté suivant eg a une asymptote. La 
même conclusion subsisterait pour l'arc projeté en fh, et 
pour les deux arcs symétriques des premiers par rapport 
au plan vertical. La courbe H est donc une hyperbole, ainsi 
que l’avait indiqué la position du plan P. 

119. Le plan tangent au cône, suivant (ko, k'V ), a pour 
trace horizontale la tangente kp à la base du cône : le point p, 
où cette tangente rencontre la trace «|3 du plan P, est donc 
la trace horizontale de l’asymptote. D’ailleurs , la généra- 
trice (ko, k'V) est parallèle au plan P; donc l’asymptote, 
intersection du plan P et du plan tangent , est parallèle à 
la génératrice : sa projection horizontale est donc pi, pa- 
rallèle à la projection horizontale ko de la génératrice- 
limite. 

120. Il résulte, du Théorème général sur la projection 
d’une tangente, que la projection pi de l’asymptote à l’hy- 
perbole H est asymptote à la projection eg de cette hyper- 
bole. 

121. Une construction semblable à la précédente don- 
nerait l’asymptote qi à l’arc fh. Il faut, comme vérification, 
que les deux asymptotes se coupent au centre (i, i') de l’hy- 
perbole H. Cette remarque donne, évidemment, un moyen 
d’obtenir les deux asymptotes, plus rapide et plus exact 
que celui que nous venons d’employer. 

122. Si le plan P, toujours perpendiculaire au plan ver- 
tical, était parallèle à la génératrice extrême (ao, ao'), au- 
quel cas la section serait une parabole, la génératrice (ko, 
k'o') se confondrait- avec (ao, ao'). Par suite, le plan tan- 
gent suivant cette dernière droite ne couperait plus le plan 
P ; donc la parabole n’a pas d’asymptote. 
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125. Développement du cône; transformée de Fhyper- 
bote. Les deux nappes du cône étant, par hypothèse, liitli- 
tées aux deux plans ab, a"b", équidistants du centré, elles 
Fig. 40. se développeront suivant deux secteurs BAB,0, À"B"A*,0, 
égaux entré eux, et que nous pourrons prendre dans üit 
même cercle, ayant pour rayon le côté ao' du cône. Noui 
pouvons même les placer symétriquement à l’égard du 
eentre 0, ce qui revient à supposer que, la nappe inférieure 
Fig. 39. du cône étant ouverte suivant la génératrice (bo, b'o 1 ), lâ 
nappe supérieure soit ouverte suivant le prolongement de 
cette génératrice. De cette manière, la branche inférieure 
de l’hyperbole se transformera suivant GEG, , et la trans- 
formée de là branche supérieure se composera des deux 
arcs FH, F ( H,, symétriques par rapport à OB", et coupant 
orthogonalement les deux transformées OA", OA", de la gé- 
nératrice (oa, M"). 

Ces trois courbes GEG„ FH, F, H, Se construiront par 
points, absolument comme la transformée de la section el- 
liptique (113). 

124. Asymptote à la transformée de F hyperbole. Nous 
avons vu ci-dessus (11 5) que, pour obtenir la tangente efl 
un point M, de la transformée d’une section conique quel* 
conque, il faut construire un triangle égal au triangle formé, 
dans le plan de cette section, 1° par la tangente T au point 
M correspondant à M, ; 2“ par la génératrice G passant en 
M t 3® par la trace horizontale du plan tangent le long de 
cette génératrice. Dans le ca3 qui nous occupe, les limites 
de ces trois droites sont , respectivement , l’asymptote 
Fig. 39. (pi, /3i'), la génératrice (fco, k'o'), et la tangente pk à la 
base du cône. Conséquemment, si après avoir construit la 
Fig. 40. transformée KO de la génératrice (ko, k'o 1 ), nous prenons 
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la tangente KP an cercle O égale à kp, et que nous me» 
nions PI parallèle à KO, flous aurons l’asymptote à l’arc 
EG de la transformée. Une considération semblable don- 
nerait les asymptotes des autres arcs. 

125. Remarqué. Lès asymptotes PI, R,I des deux arcs Fre. 40. 
EG, F,H, , forment une seule et même droite. En effet, 
d’après la construction, la transformée OK de la généra- 
trice (ok, o'k'), et la transformée OL, du prolongement de 

cette même génératrice , sont deux segments d’une même 
droite. De plus, les asymptotes PI, R,I sont parallèles h 
cette ligne; et, ainsi qu’il est aisé de le voir, elles en sent 
également distantes ; donc, etc. 

On arrive à la même conclusion en supposant que l'on 
ait pris, pour plan de développement , celui qui touche le 
cône suivant la génératrice (ok, o'k'). 

paouéMG xxxx. 

Trouver ; 1» les projection» de la section faite dans ns eène, par un piai 
quelconque ; î« le développement do cène; 3° la transformée de la sec- 
tion; 4° les tangentes à la transformée de la base et à la transformée de 
la section. 

126. Projections de la section. Soient (s, s') le sommet Fig. 4i. 
du cône, (abcd, a'c') la trace horizontale dé cette surface, 

et «j3y le plan donné. • 

Nous déterminerons, comme dans les problèmes précé- 
dents , les projections ehfg, e'h'f'g' de la courbe d'inter- 
section, en construisant les points où le plan est rencontré 
par un certain nombre de génératrices du cône. 

Soit, par exemple, la géuératrice (sp, s'p'). Le plan qui 
la projette horizontalement coupe le plan suivant une 
droite dont la trace horizontale est (u, u'), et dont un autre 
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point a s pour projection horizontale. La projection verti- 
cale i' de ce dernier point se construit au moyen de l’hori- 
zontale (si, l'i') du plan donné. Nous obtenons ainsi i'u'm' 
pour projection verticale de la droite dont il s'agit; et, par 
suite, (m, m') est le point où la génératrice (sp, s'p') perce 

«fr- 

127. Remarque. Les plans auxiliaires menés par les gé- 
nératrices se coupent tous suivant la verticale passant par 
le sommet du cône; en sorte que leurs intersections avec le 
plan donné viennent toutes concourir au point («,i'), où ce 
dernier plan est rencontré par la verticale dont il s’agit. 11 
nous a donc suffi , pour déterminer complètement chaque 

. ' intersection , de prendre sa trace horizontale. 

Cette importante simplification est tout à fait analogue à 
celle que nous avions rencontrée dans le Problème XI (95). 

128. Développement du cône. La construction de cette 
partie de l’épure exige que l’on connaisse les vraies lon- 
gueurs des génératrices projetées en s„ s„ sp... Nous ob- 
tiendrons commodément ces diverses droites si nous sup- 
posons que chacune d’elles tourne autour de la verticale 
(s, sV), de manière à se placer parallèlement au plan ver- 

‘ 1 tical. 

Soit, par exemple, la génératrice (sp, s'p'). Si, sur la 
parallèle sv à xy , nous prenons sn égale à sp ; si nous abais- 
sons np, perpendiculaire à xy, et que nous menions s'p,, 
cette dernière droite sera, évidemment, la vraie longueur 
de la génératrice. 

Cela posé, pour obtenir le développement du cône, nous 
supposerons que cette surface est ouverte suivant la géné- 
ratrice projetée en si, et nous construirons, successive- 
Fie. 42. ment, les triangles 1S2, 2SP, PS4. égaux, respective- 
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ment , aux triangles composant les faces de la pyramide 
que nous substituons au cône. En faisant passer un trait 
continu par les points i, 2, P, 4, D..., nous aurons, pour 
le développement cherché, le secteur S12P4D...1. En 
même temps, la courbe 12P4D...1 sera la transformée de 
la base du cône (*). 

129. Transformée de la section. Si nous prenons, sur la Fus, 42. 
transformée SP de la génératrice (sp, s'p'), une longueur 

SM égale à la partie de cette génératrice comprise entre le 
sommet du cône et le plan sécant, nous aurons un point M 
de la transformée HMFGH,. Or, les distances SP, SM sont 
proportionnelles aux projections verticales s'p', s'm'; et, 
de plus, SP=*'j>,. Si donc, par le point m', nous menons Fia. 41. 
m'm, parallèle à la ligne de terre, cette droite mm, coupera 
s'p , en un point pm, qui donnera s'm,— SM. 

130. Remarque. Il est .commode de faire passer une 
courbe par les points e,g,m,h, , bien que cette ligne n’ait F 10 * ^1 • 
aucune signification géométrique. 

131 . Tangentes à la transformée de la base et à la trans- 


(•} On conçoit que l’ensemble des triangles 1SJ, SSP... peut différer 
beaucoup du véritable développement, puisque eelui-ci est la limite 
des développements des pyramides inscrites au cône. D'un autre côté, 
si l'on multiplie considérablement le nombre des points de division de 
la base abef, on jette de la contusion dans l'épure. Pour éviter cet in- 
convénient, et en même temps pour obtenir une approximation satis- 
faisante, on peut opérer de la manière suivante. 

Après avoir pris SI (Qg. 43) égale à j't (Gg. 41), on décrit, du point S 
comme centre, avec a'3{fig. 41) pour rayon, un arc Xu. ; puis on coupe 
cet arc par un autre arc, décrit du point i comme centre, et dont le 
rayon X'p.', plus grand que la corde 13 (tig. 41) , soit plus petit que l'arc 
sous-tendu par cette corde. 

Quelle que soit, du reste , la construction qui donne le développe- 
ment, elle laissera toujours i désirer sous le rapport de la rigueur. 

2* t. S 
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formée de la section. Après avoir déterminé, par la construc- 
tion ordinaire , la tangente (mr, m'r') à la courbe d’inter- 
section, au point quelconque (m, m'), proposons-nous 
d’obtenir la tangente MR à la transformée de cette courbe; 
et , pour cela , cherchons d’abord la tangente en P, à la 
transformée de la base du cylindre. Or, si nous construisons 
F». 4î. le triangle SPR égal h celui dont les côtés seraient la gé- 
nératrice (sp, s’p'), la tangente pr à la base, et la droite 
(rs, rV), le côté PR de ce triangle touchera, en P, la trans- 
formée de la base, etc. 
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CHAPITRE VI. 

Murface» réijlée». 


152. Avant de discuter quelques surfaces particulières, 
engendrées par le mouvement d’une droite , nous complé- 
terons, autant que le permet la nature de cet ouvrage, la 
théorie générale des surfaces réglées, commencée dans les * 
chapitres précédents. 

DES SURFACES DÉVELOPPABLES. 

133. On a vu (19) qu’une surface développable est le lieu 
des tangentes à une courbe à double courbure. Cette défi- 
nition indique nettement la nature des surfaces dont nous 
nous occupons, mais elle ne nous donne pas, d'une manière 
complète, la loi du mouvement de la génératrice rectiligne. 

On conçoit, en effet, qu'une droite indéfinie EF, tangente Fig. 43. 
à une courbe donnée ABC, pourrait glisser sur celle-ci, de * 
manière que le point de contact, variable sur la droite, fût 
constant sur la courbe. Dans ce cas, il n’y aurait pas de 
surface engendrée. On pourrait encore attribuer à la tan- 
gente un mouvement oscillatoire; et alors le lieu qu’elle 
décrirait se composerait de petites zones superposées, etc. 

Pour que la surface développable existe, et pour qu’elle 
ne soit pas brusquement terminée, il faut donc que la tan- 
gente à la courbe donnée se meuve suivant une certaine 
loi, que nous allons indiquer. 
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134. Considérons d’abord, comme dans le Chapitre I er 
Fie. 44. (16), un polygone ABC...FG, dont trois côtés consécutifs 
quelconques ne soient pas dans un même plan. 

Prolongeons indéfiniment, et dans les deux sens, chacun 
des côtés de cette figure ; nous obtiendrons ainsi des droites 
qui pourront être regardées comme les arêtes de deux sur- 
faces polyédrales, ou plutôt de deux nappes, appartenant à 
une même surface , et s’appuyant sur le contour polygonal 
ABC...FG. 

Pour engendrer cette surface par le moyen d’une droite 
mobile D, imaginons que B"B' soit une position de cette 
génératrice. Pour lui faire prendre la position C"C', nous la 
ferons tourner autour d’un axe B/3 mené par le point B, 
perpendiculairement au plan ABC ; pendant le mouvement, 
les deux segments de la génératrice engendreront les angles 
B"BC", B'BC'. De même, cette droite passera de la posi- 
tion C"C' à la position D"D' en tournant autour d’un axe 
Cy mené par le sommet C, perpendiculairement au plan 
BCD. Et ainsi de suite. 

Nous voyons ainsi que les deux nappes de la surface 
polyédrale seront engendrées par les rotations successives 
d’une même droite, autour des axes B/3, Cy, Dd... 

Fiq. 44. 135. Remarques. 1° Si nous prenons, sur B"B', les seg- 

ments BC,, C,D,, D,E,..., respectivement égaux aux côtés 
BC, CD, DE... du polygone, ces segments viendront, suc- 
cessivement, coïncider avec les côtés correspondants du 
polygone directeur. 

2° Un point M, pris sur B"B', entre C, et D„ décrit d’a- 
bord un arc de cercle MM, autour de B, puis un arc M,m 
autour de C, puis un autre arc rnM, autour de D, etc. 
Ainsi, chaque point de la génératrice décrit une ligne coin- 
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posée de deux séries d’arcs de cercles, auxquels elle est tou- 
■ jours normale. 

3® Les tangentes en m, aux deux arcs M,m et mM,, 
seraient perpendiculaires à l’intersection D"D' des plans 
BCD, CDE, dans lesquels ces arcs sont respectivement 
situés ; elles ne se confondent donc pas, et leur angle me- 
sure l’inclinaison de ces deux plans. Par suite , la ligne 
décrite par un point quelconque de la génératrice D forme un 
angle au point où elle rencontre la directrice ABCD...FG. 

4° Le segment MN, déterminé par deux points quelcon- 
ques M, N de la génératrice, est égal, en longueur, à la 
partie niDEn de la directrice , comprise entre les positions 
m, n des premiers points. C’est cette dernière propriété que 
nous exprimerons, d’une manière abrégée, en disant que 
la génératrice roule sur la directrice. 

136. Revenons maintenant au cas de la surface engen- 
drée par une droite EF, continuellement tangente à une 
courbe à double courbure ABC. A l’aide du principe des Fis. 45. 
limites, que nous avons appliqué plusieurs fois, nous pour- 
rons établir immédiatement les propositions suivantes : 

1® Une surface développable est le lieu des positions d'une 
droite qui roule, sans glissement , sur une courbe à double 
courbure donnée, en lui demeurant tangente; 

2° Dans ce mouvement, chaque point de la génératrice 
décrit une courbe à laquelle la génératrice est normale; en 
sorte que cette courbe est une trajectoire orthogonale de 
toutes les génératrices ; 

3° Celte trajectoire orthogonale des génératrices présente 
un rebroussement au point où elle coupe la directrice. 

En effet, l’angle des tangentes en m, aux deux lignes Fig. 44. 
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P m, Qm, a une limite nulle. C’est parce que la directrice 
est le lieu des points de rebroussement des courbes dé- 
crites par les points de la génératrice, qu’elle est appelée 
arête de rebroussement de la surface. 

4° La directrice donnée , ou l'arête de rebroussement de 
la surface développable , partage cette surface en deux 
nappes tangentes l’une à l’autre le long de cette arête. 

Les tangentes mT, ms à ces deux courbes , déterminent 
les plans tangents aux deux nappes ; donc, etc. 

137. Si la surface polyédrale considérée ci-dessus est 
Fig. 44. développée sur un plan, le polygone ABC... EFG se trans- 
forme en un autre polygone dont les angles elles côtés sont, 
respectivement, égaux aux angles et aux côtés du premier 
(82). Il résulte de là que les circonférences qui passeront, 
l’une par trois sommets consécutifs du premier polygone, 
et l’autre par les trois sommets correspondants du second, 
sont égales entre elles. Or, si nous remplaçons les deux 
figures polygonales par les courbes qui -en sont les limites, 
les deux circonférences seront osculatrices à ces deux 
courbes. Ainsi, l'arête de rebroussement d’une surface dé- 
veloppable et la transformée de cette ligne ont, en deux 
points correspondants, leurs cercles osculateurs égaux. 

158. Le plan du cercle oscillateur, en un point M de 
Fig. 46. l’arête de rebroussement, est, évidemment, la limite du plan 
conduit suivant les deux cordes Mm, , Mm, aboutissant en 
ce point. En d’autres termes, le plan osculateur en un point 
de l’arête de rebroussement se confond avec le plan tangent, 
en ce point , à la surface développable. C’est ce que nous 
avions annoncé précédemment (47). 

139. Les axes de rotation B/3, Cy, DJ..., que nous 
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avons considérés plus haut, ont pour limites les normales 
à l’arête de rebroussement , perpendiculaires aux plans os- 
culateurs de cette ligne (’). En général, le lieu de ces nor- 
males ost une surface gauche. 

140. Nous devrions maintenant, pour compléter ces 
généralités, indiquer les différents procédés à l’aide des- 
quels on peut engendrer une surface développable. Le lec- 
teur pourra consulter, sur ce sujet, le Traité de Géométrie 
descriptive de M. Leroy. 

DES SURFACES GAUCHES. 

141. Pour abréger, nous nous contenterons de donner 
deux théorèmes très-simples , à l’aide desquels on pourra, 
dans beaucoup de cas, reconnaître si une surface réglée est 
gauche. Ces théorèmes sont fondés sur le lemme suivant. 

142. Lemme. Si toutes les tangentes à une ligne plane 
concourent en un même point , cette ligne est droite. 

Si la ligne considérée est courbe, elle aura , au moins, 
un arc convexe, tel que AMD. Cet arc, compris dans l'in- Fig. 47. 
térieur du triangle ATB formé par la corde AB et par les 
tangentes AT, BT, sera coupé en un point M par une droite 
TC menée du sommet T à un point quelconque C de la 
base AB. Donc, contrairement à l’hypothèse, la tangente 
eu M ne concourt pas en T, 

143. Théorème. Toute surface réglée qui admet une di- 
rectrice rectiligne, est gauche. , (*) 


(*) M. de Saint-Venant a proposé, pour ces droites, la dénomination 
de bbiormalet à l’arête de rebroussement. 
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Admettons, pour un instant, que sur une surface déve- 
loppables, ayant la courbe à double courbure ABC... pour 
arête de rebroussement, on puisse appliquer une droite MN, 
non tangente à cette courbe. Projetons toute la figure sur 
un plan P, perpendiculaire à MN. 

L’arête de rebroussement se projettera suivant une ligne 
abc... ayant pour tangentes les projections aa', bb', cc'... 
des génératrices AA', BB', CC'... De plus, la droite MN 
se projettera en un point ni, par lequel viendront passer les 
tangeutes aa', bb', cc’ ... Donc, d’après le lemme précé- 
dent, abc... serait une ligne droite, et, contrairement à 
l’hypothèse, la courbe ABC serait plane. 

144. Par le calcul, ou par la géométrie, on démontre 
que Vhyperboldide à une nappe est une surface doublement 
réglée, ou admettant deux systèmes de génératrices rectili- 
gnes. Le paraboltiide hyperbolique jouit de la même pro- 
priété. D’après le théorème précédent, ces deux surfaces sont 
gauches. La même conclusion s’étend aux cono’ides, c’est-à- 
dire aux surfaces engendrées par une droite qui s’appuie sur 
une droite donnée , eu restant parallèle à un plan directeur 
donné. A cause de cette dernière condition, les conoïdes 
peuvent être considérés comme appartenant aux surfaces 
réglées, à plan directeur. Ces dernières, quand elles ne sont 
pas cylindriques, sont nécessairement gauches, comme nous 
l’allons démontrer. 

145. Théorème. Toute surface réglée, à plan directeur, 
est gauche. 

Supposons qu’une pareille surface soit développable. Si 
nous effectuons une projection sur un plan perpendiculaire 
au plan directeur, les génératrices se projetteront suivant 
des droites parallèles , tangentes à la projection de l’arête 
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de rebroussement. Or, d’après le lemme démontré plus 
haut, il est impossible qu’une courbe plane ait toutes ses 
tangentes parallèles entre elles. Doue, etc. 

146. Remarque. Cette démonstration suppose que l’a- ' 
rête de rebroussement n’est pas transportée à l'infini, ou, 
en d’autres termes, que la surface n’est pas cylindrique. 

HÉLIÇOÏDE DÉVELOPPABLE. 

147. Vhéliçoiide développable est le lieu des tangentes 
à une hélice. Il résulte, de cette définition et des propriétés 
de l’hélice (n os 92 et suivants) , que tout plan, perpendim- 
laire aux génératrices du cylindre sur lequel l'hélice est 
tracée, coupe l’héliçoide suivant une développante de la sec- 
tion faite par ce plan dans le cylindre. 

148. On a vu que, dans l’hélice, la sous-tangente est 
égale à l’abscisse curviligne (92). Conséquemment, l'hélice 
est de même longueur que sa tangente, La propriété précé- 
dente peut donc être énoncée ainsi : 

Lorsqu’une droite roule sur une hélice, de manière à en- 
gendrer un héliçoule développable, chacun de ses points dé- 
crit une développante de la section droite du cylindre sur 
lequel T hélice est tracée. 

149. Au lieu de supposer que la tangente roule sur 
l’hélice, on peut admettre qu’elle glisse le long de celle-ci, 
mais de manière que le point de contact , invariable sur la 
tangente, parcoure la courbe. Dans ce second mode de gé- 
nération, la tangente passera par toutes les positions qu’elle 
occupait dans le premier; et, comme elle est indéfinie, les 
deux surfaces engendrées seront identiques. Cela posé , si 
l’hélice est tracée sur un cylindre de révolution , tout point 
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de la génératrice décrit me hélice dont le pas est égal d 
celui de l'hélice primitive. 

Pour démontrer cette proposition, projetons l’hélice don- 
née gur un plan perpendiculaire aux génératrices du cy- 
Fio. 48. lindré. Partageons la circonférence O en un certain nombre 
de parties égales, par exemple, en sept. Menons les cordes 
AB, BC... : il est clair que ces droites seront les projec- 
tions de cordes égales, ayant leurs extrémités sur l’hélice. 
Si nous prolongeons ces cordes des quantités A a, Bb, Ce... 
arbitraires, mais toutes égales entre elles, les points a. b, 
c... seront les projections de points situés sur les prolon- 
gements des côtés du polygone inscrit dans l’hélice , et 
équidistants des sommets projetés en A, B, C... Enfin, 
menons les droites ab , bc... Il est bien facile de voir que 
ABC... étant, par hypothèse, un polygone régulier, il en 
sera de môme pour abc... On reconnaît, en outre, que le 
polygone dont abc... est la projection, a ses côtés égaux 
entre eux et également inclinés sur le plan de projection; 
si donc on développait le prisme dont abod... est la base, 
le polygone dont il s’agit aurait une transformée rectiligne. 
Cette conclusion est indépendante du nombre des divisions 
de la circonférence ABC...; donc, etc. 

150. Remarque. Si le polygone ABC... n’est pas, à la 
fois, équiangle et équilatéral, c’est-à-dire si l’hélice directrice 
n’est pas tracée sur un cylindre de révolution, le théorème 
ne subsistera plus, et chacun des points de la génératrice 
décrira une courbe qui ne sera pas une hélice. Cette propo- 
sition , comme le lecteur pourra s’en assurer, résulte de la 
démonstration précédente. 

151. Après ce rapide examen de la surface qui nous oc- 
cupe, nous pourrions faire voir comment on peut la con- 
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struire en relief, et comment on peut effectuer son déve- 
loppement Pour éviter un double emploi, nous traiterons 
«es deux questions dans le chapitre suivant. 

HÉL1ÇOÏDE GAUCHE. 

152. On donne, en général, ce nom à toute surface 
gauche à directrice hélicoïdale. Mais on peut considérer 
plus particulièrement, à cause de leurs applications, les 
quatre héliçoïdes gauches suivants : 

1° Prenons, pour directrices, une hélice tracée sur un 
cylindre de révolution, et l’axe de ce cylindre. Si une droite 
mobile s’appuie sur ces deux lignes , en faisant avec l’axe 
un angle constant, la surface qu’elle engendrera sera Vhé- 
liçoïde de la vis à filet triangulaire. 
i 2° Conservons les mêmes directrices, et supposons que 
la droite mobile coupe l’axe à angle droit, ou, ce qui est 
équivalent , qu'elle reste parallèle à un plan directeur, per- 
pendiculaire à cet axe. La surface engendrée sera ce qu’on 
appelle héliçoide à plan directeur, ou héliçoïde de la vis à 
filet carré. 

5° Prenons encore pour directrice une hélice tracée sur 
un cylindre de révolution, et supposons qu’une droite mo- 
bile s’appuie sur cette hélice, en touchant la surface du cy- 
lindre, et en faisant avec l’axe un angle constaut, différent 
de celui que fait, avec cet axe , la tangente à l’hélice. Le 
mouvement de la génératrice sera complètement déterminé. 
De plus , la surface n’aura aucun point dans l’intérieur du 
cylindre. On pourra donc la désigner sous le nom d 'héli- 
çoide à noyau plein. 

4° En admettant toujours que la génératrice rectiligne 
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rencontre l’hélice en demeurant tangente au cylindre sur le- 
quel cette courbe est tracée, supposons, comme cas parti- 
, culier, que la génératrice fasse un angle droit avec l'axe; 
alors la surface engendrée sera un héliço'ide à noyau plein, 
et à plan directeur. 

D'après les deux Théorèmes généraux démontrés ci-des- 
sus (143 et 145), les deux premiers héliçoïdes, et le qua- 
trième, sont des surfaces gauches. 

153. Une considération très-simple permet de recon- 
naître que Yhéliçoüde à noyau plein appartient, pareillement, 
à cette catégorie. Projetons l’hélice et les génératrices sur 
un plau P, perpendiculaire à l’axe du cylindre. Nous ob- 
tiendrons, pour projection de la courbe, la circonférence G 
suivant laquelle le plan P coupe le cylindre, et, pour projec- 
tions des génératrices , les tangentes à cette circonférence. 
Si la surface réglée dont il s’agit avait une arête de rebrous- 
sement , la projection de cette ligne serait l’enveloppe de 
toutes nos tangentes , c’est-à-dire la circonférence C. Par 
suite , les points de contact des génératrices avec l’arête de 
rebroussement se confondraient avec les points où les géné- 
ratrices rencontrent l’hélice. En d’autres termes, si la surface 
était développable , son arête de rebroussement serait pré- 
cisément l’hélice directrice. Cette conclusion est contraire à 
l’hypothèse; donc l’héliç&ide à noyau plein est une surface 
gauche. 

154. En général, si une droite se meut en coupant une 
courbe donnée, de manière que la projection de la généra- 
trice, faite sur un certain plan, soit toujours tangente à 
la projection de la directrice; la surface engendrée sera 
gauche. 
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HYPERBOLOÏDE DE RÉVOLUTION. 

155. Supposons, comme dans le Problème VII, qu’une Fig. 49. 
droite AB tourne autour d’un axe fixe OZ , non situé dans 
un même plan avec elle. Nous avons dit que la surface 
gauche de révolution ainsi engendrée est identique avec Yhy- 

perboloide de révolution à une nappe, c’est-à-dire avec la 

« 

surface qui serait décrite par une demi-hyperbole, tour- 
nant autour de son axe non transverse. 

Pour démontrer cette identité, menons la commune per- 
pendiculaire OC aux droites AB, OZ. Quand la génératrice 
AB tournera autour de OZ, le point C décrira un parallèle 
plus petit, évidemment, que les parallèles décrits par les 
autres points de AB. Pour cette raison , le cercle OCD est 
appelé cercle de gorge de la surface. 

Soit ensuite ZOX un plan méridien quelconque , et soit 
M le point où il est rencontré par la génératrice. Si nous 
abaissons MP perpendiculaire sur OX, et que nous menions 
CP, cette dernière droite sera tangente en C au cercle de 
gorge : en effet, la droite AB étant perpendiculaire à OC, sa 
projection CP est pareillement perpendiculaire à OC. Ainsi, 
les projections des génératrices , sur le plan du cercle de 
gorge, sont tangentes à ce cercle. 

Ces préliminaires étant entendus, faisons 

OC=a, MCP=«, OP=£, MP— a. 

Le triangle MPC, rectangle en P, donne z=CP tg «. D’ail- 
leurs, CP=|/£ 1 — <P; donc l’équation du lieu des points 
M, ou de la section méridienne, est 

a‘ — x* tg*«= — <P tg 1 « (1). 

Celte équation représente une hyperbole dont le centre 
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se confond avec celui du cercle de gorge, dont les sommets 
réels sont les extrémités D, E d’un diamètre de ce cercle, 
et dont OZ est l’axe imaginaire. 

456. L’équation (1) ne change pas quand « change de 
signe. Conséquemment, si l’on imagine une droite A'B', 
symétrique de AB relativement au plan du cercle de gorge, 
cette seconde génératrice A'B', tournant autour de OZ, 
reproduira la surface engendrée par AB. Autrement dit, 
Fhyperboloïde de révolution, à une nappe , admet deux sy- 
stèmes de génératrices rectilignes. A chaque génératrice du 
premier système, il en correspond une du second, symé- 
trique de la première par rapport au plan du cercle de 
gorge. 

157. L’hyperboloïde pouvant être engendré, indifférem- 
ment, par la droite AB ou par la droite A'B', il est clair 
que : par tout point pris sur la surface, passent deux géné- 
ratrices, l’une appartenant au premier système , et l'autre 
appartenant au second- 

458. Deux génératrices quelconques , appartenant à un 
même système, ne sont jamais dans un même plan. 

Fie. 50. Soient AB, A'B' deux positions quelconques d une même 
génératrice. En général, les tangentes CT, C'T, suivant les- 
quelles se projettent ces deux droites , se couperont en un 
point T. Si donc AB pouvait rencontrer A'B', ce ne pour- 
rait être qu’en un point de la droite MTM', menée par le 
point T, perpendiculairement au plan du cercle de gorge. 
Or, à l’inspection de la figure , on voit que cette perpendi- 
culaire rencontre AB au-dessus de ce plan, et qu’elle ren- 
contre A'B' au-dessous de ce même plan. Les deux géné- 
ratrices sont donc dans des plans différents. 

159. Remarque. Si les deux droites AB, A'B' avaient 
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leurs projections parallèles, ces génératrices seraient anti- 
par allèles. 

160. Chacune des génératrices appartenant à l'un des 
deux systèmes, rencontre toutes les génératrices apparte- 
nant à l'autre système. 

Soit AB une génératrice quelconque du premier système; Fig. 50. 
je dis qu’elle rencontre la génératrice EF, prise arbitraire- 
ment dans le second système. , 

Soient CT, C'T les tangentes au cercle de gorge, suivant 
lesquelles se projettent ces deux droites. Par le point T, 
élevons une perpendiculaire TR au plan de ce cercle s il 
s’agit de démontrer qu elle rencontrera, en un même point, 
les deux génératrices. Or, les deux triangles rectangles 
formés par cette perpendiculaire, par les deux génératrices, 
et par leurs deux projections CT, C'T, sont égaux; caries 
angles aigus C, C' sont égaux par hypothèse, et les tan- 
gentes CT, C'T, issues d’un même point T, sont égales 
entre elles. Les points où la perpendiculaire TR rencontre 
AB, EF sont donc confondus en un seul. C’est ce qu’il fal- 
lait démontrer. 

161. Remarque. Si les deux droites AB, EF avaient 
leurs projections parallèles, ces deux génératrices seraient 
parallèles ; elles ne se couperaient donc pas ,- mais elles se- 
raient encore dans un même plan. 

162. On reconnaît , sans difficulté, que le mouvement 
d’uue génératrice rectiligne est complètement déterminé, 
lorsque cette droite est assujettie à s’appuyer sur trois di- 
rectrices données. Conséquemment, si nous prenons, sur 
l’hyperboloïde de révolution, trois droites A, A', A" d’un 
même système, et si nous faisons mouvoir une droite G, 
de manière qu’elle rencontre constamment ces trois direc- 
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triees, nous engendrerons une surface qui ne différera pas 
de l’hyperboloïde. En effet, la génératrice G, dans ses di- 
verses positions, coïncidera avec les droites B, B', B", B'"... 
du second système , attendu que chacune de celles-ci ren- 
contre A, A', A". Ainsi, l’hyperboloïde de révolution, à 
une nappe, peut être engendré par me droite mobile, as- 
sujettie à s'appuyer sur trois droites fixes (*). 

163. La construction du plan tangent à l’hyperboloïde 
de révolution, a fait voir que cette surface est gauche (69). 
Les théorèmes des n os 143 et 154 conduisent à la même 
conclusion. 

164. On a vu plus haut (157) que, par tout point de la 
surface, passent deux génératrices. Conséquemment (34), 
1° le plan tangent en un point de l’hyperbolo'ide de révo- 
lution, est déterminé par les deux génératrices passant en 
ce point; 2° quand le point de contact se déplace sur une 
génératrice, le plan tangent tourne autour de celle-ci. Ce 
dernier résultat était déjà connu (44 et 69).] 

165. Reportons-nous à la figure 49, et menons, par le 
centre O de l’hyperboloïde, une parallèle OH à la généra- 
trice AB. La droite OH, en tournant autour de l’axe OZ, 
engendrera un cône de révolution identique avec celui que 
décrirait l’asymptote de l’hyperbole méridienne MDM'. En 
effet, pour obtenir la section méridienne du premier cône, 
il suffit de supposer, dans l’équation (1), S=o. On obtient 
ainsi z* — x , tg’a=o, c’est-à-dire l’équation même des 
deux asymptotes. 

■ 

•A** 

(*) Il faut, bien entendu, que les trois directrices satisfassent à cer- 
taines conditions, sans quoi la surface engendrée pourrait n’être pas 
un hyperboloïde de révolution. 
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166. La droite OH ayant été prise parallèle k AB, il est 
clair que chacune des génératrices du cône est parallèle à 
deux génératrices de l’hyperboloide; et réciproquement. 

De plus, d’après la remarque précédente , la surface de 
l’hyperboloïde s’approche indéfiniment de celle du cône , 
sans jamais l’atteindre. Pour cette raison, la dernière sur- 
face est dite cône asymptotique de l'hyperboloide. 

167. 1° Les sections faites par un même plan , dans un 
hyperboloide gauche de révolution et dans le cône asympto- 
tique, sont deux courbes semblables et semblablement pla- 
cées; 2° si ces sections sont des ellipses ou des hyperboles, 
elles sont concentriques. 

Nous admettrons ces deux théorèmes, que l'on peut dé- 
montrer, soit par le calcul, soit géométriquement. 


2 * p. 


6 
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CHAPITRE m 


Sections planes des surfaces réglées. 



468. Dans le chapitre suivant nous considérerons les 
cas principaux de la section plane d un byperboloïde de 
révolution. Dans celui-ci, nous choisirons, comme exem- 
ples, les sections faites dans l’héliçoïde développable ou 
dans l’héliçoïde de la vis à filet triangulaire, par des plans 


tangents à ces surfaces. 


£• 


Fig. 51 


PROBLÈME XIV. 

* 4ié *.’v ^ 

(• Représenter graphiquement l'héliçoîde développable; 2'* construire un 
plan tangent à celte surface; 5° déterminer la section faite parce plan; 
t° développer l’héliçoïde; 5“ construire la transformée de la section. 

169. Représentation graphique de l’héliçoïde. Nous sup- 
poserons la surface terminée à deux plans horizontaux xy, 
x'y', perpendiculaires à l’axe (o, o'z') du cylindre sur lequel 
est tracée l’hélice directrice. La distance de ces deux plans 


sera, pour plus de simplicité, égale au pas de cette hélice. 
De plus, nous limiterons la courbe à ces deux plans; de 
sorte qu’elle se composera d’une seule spire, et que la sur- 
face sera terminée, brusquement, par les tangentes aux ex- 


trémités de cet arc héliçoïdal. 

Cela posé, si aâSX est la trace horizontale du cylindre, 
et que a soit l’origine de l’hélice . la trace horizontale de 
l’héliçoîde sera la développante abcd...qr du cercle o (93). 
Pour construire cette développante , on divise la circon- 
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férence en un certain nombre de parties égales , à partir 
de l’origine a; on mène des tangentes aux points de divi- 
sion ; puis on porte sur ces droites, h partir des points de 
contact, les longueurs fi b, yc, ôil, ...ar, respectivement, 
égales aux arcs a; 3, ay,a$, ...aOa, rectifiés. Les points b, 
c, d, ...r, ainsi déterminés, appartiennent à la dévelop- 
pante (*). 

170. Dans l’hélice, la sous-tangente est égale à l'ab- 
scisse curviligne (92). Par conséquent, la tangente au point 
(o, a',), extrémité de la spire, sera projetée suivant la droite 
ar, égale à la circonférence o rectifiée. Par conséquent aussi, 
pour obtenir les projections horizontales des points où les 
diverses génératrices percent le plan supérieur x'y', il nous 
suffira de porter la longueur ar sur les projections de ces 
génératrices, à partir des points a, b,c, d...Nous obtiendrons 
ainsi de nouveaux points a,, b,, c,..., lesquels, évidemment, 
appartiennent à une seconde développante a,b 1 c i ...q l a du 
cercle o. Les traces de l'héliçoïde, sur les deux plans hori- 
zontaux qui le limitent , sont donc une développante de la 
base inférieure du cylindre, et une développante de sa base 


* 

(•) Pour déterminer rigoureusement les points 6, c, d..., on prend la 
tangente ar égale aux — du diamètre <z8; on divise cette droite en au- 
tant de parties égales qu’il y a de divisions dans la circonlérence; puis 
on prend, sur les tangentes, pfc — al, •jc—ai, Sd — a 3, etc. 

Ajoutons que, pour avoir les points de divisions p, -y, 5..., et les tan- 
gentes en ces points, on décrit, du point o comme centre, une circon- 
férence beaucoup plus grande que aS6X; on partage celte grande cir- 
conférence en parties égales; on mène les rayons aux points de divi- 
sion , etc. 

Kn général, quand on construit une épure, on doit, par toutes sortes 
de procédés, rechercher l'exactitude dans la détermination des droites 
et des points. 
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supérieure ; ces deux courbes étant, d’ailleurs, dirigées 
eu sens contraires. 

17t. Si l'hélice donnée, au lieu d’être terminée aux deux 
plans x'xj', xy, était prolongée au-dessous de xy, les tan- 
gentes à la spire qui suivrait celle que nous conservons, 
viendraient percer le plan horizontal xy en des poiqts si- 
tués sur la développante a i q l p i ...b t a l . En effet, la nouvelle 
spire serait, à l’égard du plan xy, ce que la première est 
par rapport au plan x'y'. 

De même, si celle-ci était continuée au-dessus de ce der- 
nier plan, les tangentes à la nouvelle spire détermineraient, 
par leurs intersections avec x'y', une développante pro- 
jetée, en vraie grandeur, suivant abc...qr. 

Si donc l’héliçoïde , au lieu d’être limité comme nous 
l’avons supposé, était indéfini, ses traces sur chacun des 
deux plans horizontaux xy, x'y', se composeraient du 
système de deux développantes telles que abc,..qr et 
aq,p,...a,. 

172. Nous pouvons remarquer maintenant qu’une hélice 
tracée sur un cylindre de révolution est partout identique 
avec elle-même (*). La conclusion à laquelle nous venons 
de parvenir, relativement aux sections faites dans l’héli- 
çoïde par les plans horizontaux xy, x’y’, subsistera donc 
pour tout plan horizontal. Ainsi, 1° la section faite dans 
l’héliço'ide développable , par un plan quelconque, perpen- 
diculaire à l'axe du cylindre sur lequel l'hélice directrice 
est tracée, se compose de deux développantes de la section 
circulaire faite dans le cylindre par ce même plan; 2° l'o- 
riyine commune des deux développantes est située sur l'hé- 


[ *) Cette propriété appartient aussi à la ligne droite. 
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lice ; 3° cette origine est, par rapport au système des deux 
développantes , un point de rebroussement (*). 

173. Il est maintenant bien facile de se représenter la 
forme de l’héliçoïde développable. 

Supposons, en effet, que la courbe a,b l ...qab i ...qr, 
toujours située dans un plan perpendiculaire à l’axe du cy- 
liudre, tourne autour de cet axe, de manière que le point 
de rebroussement a parcoure l’hélice directrice. D'après les 
considérations précédentes, la surface ainsi engendrée sera 
un héliçoïde développable. Cette surface est composée de 
deux nappes , respectivement engendrées par les deux dé- 
veloppantes : en se réunissant, elles forment une sorte de 
lame tranchante, ayant pour arête l’hélice directrice. Cette 
dernière courbe, étant le lieu décrit par le point de rebrous- 
sement de la génératrice, est donc une arête de rebrousse- 
ment (136). 

174. Nous pouvons ajouter, pour rendre encore plus évi- 
dente la forme de l’héliçoïde développable, que, d’après le 
dernier mode de génération, ce corps est une véritable nis, 
ayant, pour section perpendiculaire à l’axe, le système des 
deux développantes .q,aè...r (**). 

175. Revenons à la représentation graphique de l’héli- 
çoïde. Les points de la trace inférieure se projetteront en 
r', b', c’.... q' sur la ligue de terre. De même, les points 


(*) On sait que (a développante coupe, orthogonalcment, les tangentes à 
la développée. Donc les tangentes en a, aux deux développantes, sont 
confondues suivant le prolongement du rayon oa; c’est-à-dire que, par 
rapport au système de ces deux courbes, a est un point de rebrous- 
sement. 

(”) Le filet de la vis serait la section faite par un plan 06?, passant par 
l'axe. 
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appartenant à la trace supérieure de l’héliçoïde auront pour 
projections verticales les points «'„ b\, c' u ...q\, situés sur 
x'y'. Par conséquent, en menant des droites par les points 
correspondants »•' et a\, b' e t b\, ...q' et q\ , nous obtien- 
drons les projections verticales des génératrices. Quant 
aux projections verticales (3', /, S'... des points où ces 
génératrices touchent l’hélice, elles seront données par les 
projections horizontales j3, y, o... des mêmes points. La 
sinusoïde r'(Z'y'3'...a\ sera la projection verticale de cette 
hélice (*). 

176. Afin d’abréger, nous n’expliquerons pas ce qui est 
relatif aux parties visibles ou invisibles. Avec un peu d’at- 
tention, le lecteur qui aura notre épure sous les yeux com- 
prendra pourquoi certaines lignes ou parties de lipes sont 
en plein, taudis que le reste est en ponctué. 

177. Pour construire le modèle en relief, on pourra 
prendre deux feuilles de carton, assujetties par des mon- 
tants verticaux, de manière à tenir lieu, approximativement, 
des plans horizontaux xy, x’y. Après avoir évidé ces deux 
feuilles, suivant deux cercles égaux à adOl, et ayant un 
axe commun (o, o’o\), on tracera, sur le carton inférieur, 


(*) Rapportons l’hélice aux trois axes , oS, (o. oY). Désignons par 
R le rayon du cylindre, et par s l’arc a 5 t, répondant à un point quel- 
conque (t, t’), dont les coordonnées sont x , y, s. Nous aurons 

x — — Rcos^-, y=“Rsin— . 

R K 

% % h 

Mais - — — — . Ig <r,«rr — 5—5-, h étant le pas de l’hélice. Remplaçant 

j et ïîttt 

ss 

— par 2 ri- , nous obtiendrons, pour les équations de la courbe : 

1 % 

T — RcOsSttt , y— RsmSîTr. 

h h 

Chacune des projections de l’hélice est donc une variété de la sinusoïde. 
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a développante abc...r, et, sur le second carton , l’autre 
développante, en ayant soin de placer dans une même ver- 
ticale les origines de ces deux courbes. Réunissant en- 
suite, par des fils tendus, les points correspondants, on 
aura une représentation assez fidèle de l’héliçoïde dévelop- 
pable, surtout si les points a, b, c..., r sont suffisamment 
rapprochés. Ajoutons que, s’il en est ainsi, les génératrices 
représentées par les fils n’étant plus des droites mathé- 
matiques, elles pourront se couper deux à deux, et qu’a- 
lors l’aréte de rebroussement résultera des intersections 
successives de ces droites. 

178. Plan langent suivant une génératrice. Proposons- 
nous de construire le plan tangent à l’héliçoïde , le long Fig. 
de la génératrice (//,, Z'/',). Ce plan doit avoir, pour trace 
horizontale, la tangente en (Z, l ') à la développante abc...r, 
puisque cette courbe est la trace horizontale de la surface. 

Or, cette tangente est perpendiculaire à ZZ, (172, note); 
donc le plan tangent est déterminé. 

Si, comme nous l’avons supposé sur l’épure, la généra- 
trice de contact est parallèle au plan vertical, le plan tan- 
gent ZZ'Z', sera perpendiculaire h ce dernier plan, et il aura 
pour trace verticale la projection ZT, de la génératrice. 

1 79. Section faite dans l'héliçdide par le plan tangent. 

Pour avoir des points de cette courbe, il suffit de chercher 
ceux où le plan //'Z', est rencontré par les génératrices pro- 
jetées suivant ao, , bb lt cc,... Les projections verticales de 
ces points sont, évidemment, situées sur l'l\; en sorte que 
l’oji obtiendra, sans aucune difficulté, leurs projections ho- 
rizontales a,, b t , c t ... (*), lesquelles donneront la courbe 
a t b t c i ...l...r i , projection horizontale de la section. 

(*) Observons, cependant, que le procédé général ne s’appliquerait 


51. 


’ t* 
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180. Il ne serait ni difficile ni intéressant de construire, 
soit le rabattement de la section , soit la tangente à cette 
ligne. Relativement au point (X, X'), la méthode générale 
serait en défaut, car le plan tangent à la surface en ce point 
se confond avec le plan de la courbe. Mais nous savons 
que celle-ci touche , au point dont il s’agit , l’arête de re- 
broussement (45) (* *). 


pas aux points o a , g t , r s , situés sur les droites aa,, gg,, ar, perpen- 
diculaires à la ligne de terre. Mais il est facile de voir que la projection 
verticale g\ partage g' g ' , en deux segments g\g\, g‘g\, proportionnels 
à gg t , g t g,. On pourra donc construire rigoureusement le point g t . De 
même pour a, et r„. 

(*) Tous les résultats auxquels nous venons de parvenir peuvent être 
véritiés par le calcul. 

Soient, comme ci-dessus, les équations de l'bélice : 


La tangente en un point de cette courbe sera représentée par 


1 étant l'ordonnée du point de contact. 

Pour simplilier, posons jZr — ™ : ce rapport sera égal à la tangente 

trigonométrique de l’angle que fait, avec le plan horizontal, la tan- 
gente à l'hélice. Nous aurons ainsi, au lieu des équations précédentes : 


Il ne reste plus, pour avoir l'équation de l’héliçoïdc, qu’à éliminer f 
entre les relations (1) et [a). Elles donnent, par des combinaisons 
simples. 




ai-t-Rcos .JL 



Rm 



(•> 


(1) 



t 


* A 
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1 81 . Développement de l’héliçoïde. Du Théorème dé- 
montré dans le n° 137. et de la remarque faite ci-dessus 
(172), on conclut que, dans le développement de l’héliçoïde, 
l’hélice directrice se transforme en une circonférence égale 
à celle de son cercle oscillateur. Cherchons donc, d abord, 
le rayon de ce cercle. 

Pour cela, soient, sur une hélice, trois points M, P, N, Fig, 52. 
équidistants, P étant le point moyen. Faisons passer le plan 
horizontal de projection par le point M, et choisissons le 
plan vertical, perpendiculaire à celui qui passerait par le 
point P et par l’axe du cylindre. Les cordes PM, PN seront 


Alors, si l’on prend, dans l’équation (*), la valeur de -j, pour la substi- 
tuer dans l'équation (3), on obtient 

x cos **+»’— R ’) ~ y sin 5^ x*+V l — K*)+R-o. (5) 

Telle est l'équation de l’héliçoïde développable. On la simplifierait 
beaucoup en remplaçant a: et y par des coordonnées polaires. 

En faisant i— o, on trouve 

a:cos — [/ at‘4-y*— R J ±y sin R*-i-R— o , (6) 

K H 

équation qui représente les doux développantes situées dans le plan, 
horizontal. 

3 

L’ordonnée verticale du point (X, X') est - A; donc, par ce qui précède, 

4 

l’équation du plan tangent en ce point est s — - A— mx, ou 

4 



En substituant celte valeur dans l’équation (5), on obtient, après quel- 
ques réductions, 

. x±t^x i -hy' t — K* x±\f x'+y'-— R* 

— xstn - — — h y COS t-R-o. (7) 

R R 

Cette équation, qui est vérifiée par y— R , représenle donc la droite 
U, et la courbe a,b,...X...r,. 
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projetées, horizontalement, suivant deux cordes égales de 
la section droite o, et, verticalement, suivant une seule 
droite m'\)'n'. 

Cela posé, si l’on considère la circonférence passant par 
M, N, P, on voit qu’elle aura m'n'p' pour projection verti- 
cale, et que son diamètre projeté en p' sera l’hypoténuse 
d’un triangle ayant PN pour côté de l’angle droit, et ip 
pour segment adjacent. Si donc D est ce diamètre, on aura 

PN* 

D=— . D’ailleurs, le triangle rectangle pnc donne, sem- 
blablement, cp=j 7 . Divisant membre à membre, et re- 
présentant par (3 l’angle de PN avec le plan horizontal, on 
obtient 


_d_. t 

SR COS* p’ 


Lorsque le point N s’approche indéfiniment de P, (3 tend 
à devenir égal à l’angle a que fait, avec le plan horizontal, 
. la tangente à l’hélice. En même temps, le diamètre D dif- 
fère, de moins en moins, du diamètre 2 p du cercle oscu- 
lateur o; la formule cherchée est donc 

_R_ 

P COS* *■ 


182. Pour construire cette valeur, prenons, sur la ligne 
Fig. 51. de terre, f's=ao=R; élevons st perpendiculaire à xy; 

puis, par le point t, menons tu perpendiculaire à l'I : l'u 
sera égale au rayon p. En effet, l’angle d'l'l\ est égal à 


«; donc tl '=- — et l'u - 

cos a 


’ cos* a’ 


183. Avec le rayon p, égal à l'u, décrivons une circon- 
férence AO (fig. 53), sur laquelle nous prendrons, à partir 
du point À, un arc égal, en longueur, à la géné- 
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ratrice d'd\ (*) : cet arc sera, dans le développement de 
la surface , la transformée de l’hélice directrice. En le di- 
visant en autant de parties égales que l’indique le nombre 
des divisions de la circonférence ao, et en menant des tan- 
gentes par les points de division (3,, y,, nous aurons 
les transformées des génératrices de l’héliçoïde. 

Pour obtenir la transformée de la développante 0 , 6 ,... 9 , a 
située sur le plan supérieur x’y’, prenons, sur la tangente 
en A, la distance AA, égale à d'd\; divisons AA„ comme 
l’arc AA», en douze parties égales; puis en tin, sur les tan- 
gentes eu P,, y,, d,..., prenons les distances p,B, , y,C,, 
d,D,..., respectivement égales h IA,, 2A,, 3A,... La 
développante A, B, G t . . . Q, A,, du cercle O sera la trans- 
formée cherchée. En même temps , la portion de plan 
AA,B,...Q 1 A„xi 7 T,...p i A sera le développement de la nappe 
supérieure de l'héliçoïde. 

1 84. Si, à partir des points B,..., Q,, A 0 , on porte, sur 
les tangentes, les distances B,B, C,C..., Q,Q, A, R, la dé- 
veloppante passant par A, B, G..., Q, R, sera, semblable- 
ment, la transformée de la trace horizontale abc...qr ; etc._ 

185. Transformée de la section. Nous avons obtenu, pour 


(") On aura cet arc avec une grande approximation , si l’on calcule 
l’angle qui lui correspond. Or, © étant la mesure de cet angle (voyez la 

note de la page 57), on a p ,<p=d'di, ou p.ç— . A cause de 

cette équation se réduit à <p — ïiv.cos a; d’où, en représen- 
tant par n le nombre de degrés de l’angle cherché, n— 360°. cos a. Le 

cosinus de l'angle , est égal à ; donc n— 360».^—. 

du t dd , 

Dans notre épure, dd,— 88»“, d'd',— 105““; en sorte que l’aDgle 
AOA, égale, à fort peu près, 302°. 
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projection horizontale de la courbe d’intersection de l’héli- 
Fig. 51. çoïde par son plan tangent /,!'/, la ligne X...r,. Si 
nous considérons les portions de génératrices projetées 
suivant a,a,, b t b t ..., il est clair qu’elles sont proportion- 
nelles à ces projections, attendu que les génératrices sont 
également inclinées sur le plan horizontal. Par suite, nous 
Fig. 55. déterminerons les vraies longueurs A, A,, B,B S , C,C,,. . de 
ces portions de génératrices, en cherchant les hypoténuses 
d’une série de triangles rectangles ayaut un angle égal à 
l'il'x, et dans lesquels les côtés adjacents à cet angle se- 
raient égaux, respectivement, à a,( i,, h,h s ... Nous avons, 
dans l’épure, supprimé cette construction auxiliaire, laquelle 
donne A s B,...X,...R,pour la transformée cherchée. 

PROBLÈME XV. 

1° Représenter graphiquement l'héliçoïde de la vis à filet triangulaire ; 
2° construire le plan langent à cette surlace, en un point; 3° déter- 
miner la section faite par ce plan. 

186. Représentation graphique de l'héliçoïde. Après avoir 
Fig. 54. divisé en parties égales la circonférence ao, projection ho- 
rizontale de l’hélice directrice, partageons, dans le même 
nombre de parties égales, le pas o'o" de cette courbe ; puis, 
par les points de division, menons des parallèles à la ligne 
de terre xy, et arrêtons-les aux perpendiculaires à cette 
ligne, menées par les points de division |3, y, 5... : nous 
obtiendrons ainsi la sinusoïde (*) , projection 

verticale de l’hélice. 


(*) On a déjà vu que o'ft Y$'...«' n’esl pas une sinusoïde proprement 
dite, mais seulement une variété de cette courbe. 
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Gela posé, la génératrice rectiligne de l’héliçoïde, assu- 
jettie à s’appuyer sur l’hélice dont nous venons de construire 
les projections, doit couper, sous un angle constant, l’axe 
(o, o'o") du cylindre ao (152). D’après cette condition, on 
se représentera très-exactement la surface, si l’on imagine 
une équerre BAG , dont le côté BA de l’angle droit coïncide 
avec l’axe, et dont l’autre côté AC de l’angle droit, égal au 
rayon du cylindre , tourne autour de cet axe , de manière 
que le sommet C parcoure l’hélice. Dans ce mouvement, 
l’hypoténuse BC de l’équerre engendrera la portion de sur- 
face héliçoïdale comprise entre les deux directrices; et, si 
cette hypoténuse est indéfiniment prolongée, elle engen- 
drera tout l’héliçoïde. 

187. La même considération démontre que deux points 
quelconques, pris sur l’hypoténuse de l'équerre, c’est-à-dire 
sur la génératrice, s'élèvent, à la fois, de quantités égales. 

En particulier, la différence de niveau entre les points B, G 
est constante. Enfin, comme les arcs parcourus, dans le même 
temps, par les projections horizontales de deux points quel- 
conques de la génératrice, sont, évidemment, semblables, 
ces deux points décrivent, dans l’espace, deux hélices de • 
même pas. En d’autres termes, quand la génératrice recti- 
ligne engendre l'héliçoïde, tout point de celte droite décrit 
une hélice dont le pas est égal à celui de l'hélice donnée (*). 

188. Pour construire les projections verticales des gé- 
nératrices passant par les points de division choisis sur 
l’hélice, uous devrons porter sur o’o 1 ', à partir des points Fio. 54. 

(•) Si la démonstration de celte dernière proposition ne paraissait pas 
suffisamment claire, on la compléterait à l'aide du lemme suivant : une 
courbe est une hélice si, à des accroissements égaux de l’abscisse curviligne, 
correspondent des accroissements égaux de l’ordonnée. 


\ 
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de division de cette droite, une longueur constante, égale 
„ au côté BA de l’équerre, et joindre ensuite les points a,, 

■ •* ■», b„ c,:.., r, ainsi obtenus, avec les points |3', y'..., x'. 

189. La trace horizontale de l’héliçoïde est la courbe 
abc...r, lieu des traces horizontales des génératrices. Il est 
facile de voir que cette Courbe est une spirale d’Archimède. 

% • 

En effet, les différents raijons vecteurs oa, ob, oc... sont, 

A • . 

évidemment, proportionnels aux distances verticales o'a,, 
o'b,, o'c,... Or, celles-ci forment une progression par dif- 
férence ; donc il en est de même des rayons. Et comme les 
angles aob, boc... sont égaux, il s’ensuit que la courbe 
abc...r est telle, qu’à des accroissements égaux de l’ampli- 
tude correspondent des accroissements égaux du rayon 
vecteur. C’est ce qu’il fallait démontrer. 

190. Construction du plan tangent. Pour plus de sim- 

s plicité, proposons-nous de mener le plan tangent en un 

• . < point (x, x') pris sur l’hélice directrice. Ce plan doit con- 
tenir la génératrice ( ok , fc,fe'), et la tangente à l’hélice au 
point (x, x'). Pour détermiuer cette dernière droite, rap- 
pelons-nous que la sous-tangente v.t est égale à l’abscisse 
' curviligne a/3...x. La trace horizontale t étant ainsi con- 
struite, le plan tangent tksv sera connu, puisque sa trace ho- 
rizontale est tk, et qu’il passe par le point (o, k t ). 

191. Si le point de contact, au lieu d’être situé sur l’hé- 
lice directrice, était quelconque, on remplacerait cette der- 

. nière courbe par l’hélice passant au point donné. 

192. Section de la surface par son plan tangent. On 

obtiendra les deux projections de cette courbe d’intersec- . « , 

tion, en construisant les points où les génératrices (ù/3, ft’jS'), 

(cy, c'y')... percent le plan tist. Cette recherche ne présen- 
tant aucune difficulté, nous ne l’avons pas effectuée sur 
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l'épure ; mais nous engageons le lecteur à se proposer cet 
exercice graphique. Il reconnaîtra que la courbe dont il 
s’agit a des asymptotes, et que la méthode générale des 
tangentes (77) n’est pas applicable au point (x, r.') (*). 


(*) Pour obtenir la tangente en ce point particulier, il faudrait, 
préalablement, remplacer i'béliçoïde par un paraboloïde de raccorde- 
ment. Pour la théorie des surfaces de raccordement, théorie que nous 
avons dû passer sous silence, le lecteur pourra consulter la Géométrie 
descriptive de M. Leroy. 



! 


Digitized'by Google 


96 


TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE 


CHAPITRE VIII. 

Sections planes des surfaces de révolution. 

193. Dans ce chapitre, nous choisirons, comme exem- 
ples de surfaces coupées par un plan, l’hyperboloïde de ré- 

- volution, et le tore, c’est-à-dire la surface engendrée par 
me circonférence tournant autour d'un axe situé dans le 
. plan de celte ligne. 

PROBLÈME XVI. 

Construire la section faite, par un plan , dans on hyperboloïde 
de révolution , à une nappe. 

194. Au lieu de nous donner la section méridienne de 
l'hyperboloïde, nous pourrons, pour plus de simplicité. 

Fie. 55. déterminer cette surface par son axe ( o , oz') , et par une 
position particulière de sa génératrice rectiligne : nous 
pourrons même choisir cette droite ( ab , a'o 1 ), parallèle au 
plan vertical de projection. En outre, uous supposerons que 
ce plan a été pris perpendiculairement au plan sécant «|3y. 
De celte manière, la projection verticale de la courbe d’in- 
tersection sera confondue avec la trace verticale /B y ; et il 
nous suffira de chercher la projection horizontale unkinv. 

195. L’axe de l’hyperboloïde étant vertical, et la géné- 
ratrice (ab, a’o’) étant parallèle au plan vertical, la plus 
courte distance de ces deux droites sera, évidemment, per- 
pendiculaire au plan vertical. Elle aura donc, pour projec- 
tion verticale, le point o 1 où se coupent oz'eta'o', et pour 
projection horizontale, le prolongement ob de oo'. Par suite, 
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le cercle de gorge se projettera, en vraie grandeur, sur le 
plan horizontal, suivant la circonférence dbe; et il aura, 
pour projection verticale, la parallèle d'e' à la ligne de 
terre. Enfin, si nous prolongeons ab d’une quantité bc qui 
lui soit égale, la droite (bc, o'c'.i sera la seconde génératrice 
passant eu (b, o'j. L’hyperboloïde sera ainsi complète- 
ment déterminé. 

196. Cela posé, soit m' la projection verticale d’un point 
quelconque M de la courbe cherchée. Par ce point M, passe 
un parallèle de la surface, dont la projection verticale m'p' 
est parallèle h la ligne de terre, et qui rencontre en (]/, p) 
la génératrice (bc, o'c') supposée fixe. Si donc, du point o 
comme centre , on décrit une circonférence passant en p, 
on obtiendra la projection horizontale m correspondant à m'. 

La même construction, répétée pour un certain nombre 
de points, convenablement choisis, donnera, avec l’approxi- 
mation désirable, la projection horizontale unkmv de l’in- 
tersection des deux surfaces données.’ 

197. Nature de la section. Le plan afiy coupe l’hy- 
perboloïde et le cône asymptotique suivant deux courbes 
semblables et concentriques (167). Conséquemment, pour 
déterminer la nature de la section faite dans l’hyperboloïde, 
il suffit de connaître celle de la section faite dans le cône 
asymptotique. Or, si l’on imagine que la génératrice (ab, do) 
soit transportée, parallèlement à elle-même, en (o, o'), sa 
projection verticale a'o' n’aura pas changé, et sa projec- 
tion horizontale sera devenue a'o. La trace horizontale du 
cône est donc la circonférence décrite sur a'c' comme dia- 
mètre ; et son méridien principal est formé par les projections 
verticales a'o', c'o' des deux génératrices principales. A 
cause de cette dernière propriété, on pourra, à l’inspection 

v p . 7 
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des données, prévoir quel sera le genre de la section (H 0 ). 
Dans noire épure , le plan «/By coupe une seule nappe du 
cône : la section de l'hyperboloïde est donc une ellipse. 

198. Détermination du centre et des sommets. Le centre 
de la section faite dans le cône serait le milieu (i, i') du 
segment g 'h' déterminé sur la trace verticale £ 7 , par les 
génératrices extrêmes. Donc, d’après le théorème rappelé 
tout à l’heure, ce. point (i, t') sera aussi le centre de la sec- 
tion faite dans l’hyperboloïde. Et comme le plan vertical de 
projection partage la figure en deux parties symétriques , 
l’un des axes principaux de la courbe sera (3 y, et l’autre 
sera la perpendiculaire au plan vertical, projetée en i' (*). 

199. Si cette dernière droite est un axe réel, c’est-à-dire 
si la section a deux sommets projetés en i', on obtiendra 
leurs projections horizontales par la construction générale 
indiquée ci-dessus. Dans notre épure, l’une de ces projec- 
tions est le point k. 

La recherche des sommets situés sur la trace verticale 
du plaii sécant est un peu plus longue : elle repose sur les 
considérations suivantes. 

200. Supposons, pour un instant, que ces sommets aient 
été déterminés, et soit (it, u') l’un d’eux. Ce point appar- 
tient à l’hyperboloïde; donc il est situé sur l’une des posi- 
tions que prendra la génératrice principale (ab, a'o ') quand 
elle tournera autour de l’axe (o, o's'). Appelons A cette 
position inconnue. Si le système des deux droites A et jBy 
tourne autour de l’axe, jusqu'à ce que A vienne reprendre 


(*) Nous supposons ici que la courbe d'inlerscction est une ellipse 
ou une hyperbole. Si elle dégénérai t eu parabole, le second axe dispa- 
raîtrait. 
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sa position initiale (ab, a'o'), la droite (3y engeitdrera un 
cône de révolution ayant pour trace la circonférence (35s , 
et le point (u, «'), toujours situé sur la génératrice-mobile, 
décrira un parallèle de ce cône. Par conséquent, nous ob- 
tiendrons le sommet cherché. Si nous pouvons déterminer 
le point (s, s') où la génératrice principale (ab, a'o’) perce 
le cône engendré par (3y. Or, cette dernière détermination 
est facile. 

En effet, par le sommet V du cône auxiliaire, menons 
une parallèle l'q‘ h a'o', et tirons q'a : cette dernière 
droite sera la trace horizontale d’un plan passant par le 
sommet et par la génératrice principale. Ce plan coupe le 
cône suivant deux droites, dont les traces horizontales se- 
ront les intersections des ligues q'a e t (35s . Soit r l’une 
de ces intersections : la droite or sera la projection hori- 
zontale d’une génératrice du cône, située dans le plan l'q'd. 
La rencontre (s, s') de cette génératrice et de la droite 
(ab, a’o') donnera enfin le sommet cherché («, w'). 

L’autre sommet (v, v ') s’obtiendrait de la même ma- 
nière; mais il est plus court de prendre iV égale à i'u'. 

201. Construction de la tangente. Pour obtenir la tan- 
gente en un point quelconque M de la section, commençons 
par construire le plan tangent, en ce point, à l’hvperbb- 
loïde. Ce plan est déterminé par les deux génératrices rec- 
tiligues passant en M (1G4), lesquelles ont pour projec- 
tions horizontales les tangentes tmO, tjnQ, à la projection 
du cercle de gorge (155). De plus, les traces horizontales 
de ces droites sont situées sur la trace daef de l’hyperbo- 
loïde. Il est donc bien facile de trouver la trace horizontale 
96, du plan tangent en M, et la projection horizontale Tm 
de la tangente cherchée. 

1 
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202. Remarque. La droite 00, est, évidemment, per- 
pendiculaire à la trace horizontale du méridien passant en 
M. La construction du plan tangent, employée tout à l’heure, 
ne diffère donc pas de celle qui a été donnée au n° G8. 

205. Cas oit la section est me hyperbole. Il n’offre rien 
de particulier, si ce n’est la détermination des asymptotes. 
On pourrait effectuer directement cette recherche ; mais on 
la simplifiera beaucoup, en observant que les sections faites, 
par le plan donné, dans l’hyperboloïde et dans le cône 
asymptotique , ont les mêmes asymptotes; eu effet, ces 
courbes sont semblables , semblablement placées , et con- 
centriques (167). On a vu d’ailleurs, précédemment, à quoi 
se réduit la détermination des asymptotes de la section 
plane d’un cône de révolution (118). Il sera donc facile de 
construire les asymptotes de la section faite dans l’hyper- 
, boloïde. 

‘ 

PROBLÈME XVII. 

Construire la courbe d'intersection d'un plan et d’un tore. 

204. Comme d’habitude , faisons passer le plan vertical 
ic. 56. de projection par l’axe oz' de la surface de révolution, per- 
pendiculairement au plan sécant. En outre , supposons le 
tore posé sur le plan horizontal : sa section méridienne se 
composera du système de deux cercles i'V, i\l\, égaux 
entre eux, symétriquement placés par rapport à l’axe (*), et 

\ 

tangents à la ligne de terre. Le contour apparent relatif au 
plan vertical aura pour projection, outre les deux circonfé- 
rences méridiennes, les tangentes communes ii, , l'l\. En 


(’) En architecture, cette section méridienne serait appelée coup * 
du tore. 
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effet, le plan tangent en un point quelconque de la section 
méridienne principale est perpendiculaire à cette section , 
c’est-à-dire perpendiculaire au plan vertical; et, d’un autre 
côté, le plan tangent en un point quelconque du parallèle 
moyen (iefi it JT,) est horizontal, etc. Enfin, le contour 
apparent, relatif au plan horizontal, est formé par les paral- 
lèles extrêmes (bhb { , b' b',) et ( aga ,, a'a',) (65). 

205. Suivant la position attribuée au plan sécant, on 
obtient des courbes de formes très-variées, dont la discus- 
sion nous entraînerait au delà des limites que nous nous 
sommes prescrites. Afin d’obtenir un résultat intéressaut, 
nous prendrons, pour trace verticale du plan, la tangente 
commune d'c' aux deux cercles i'V , i\l' De cette manière, 
le plan sécant a/3y passe par le centre de la surface , et il 
touche celle-ci aux points c', d'. 

206. En opérant comme dans le Problème précédent, 
c’est-à-dire en construisant les points où le plan donné 
rencontre un certain nombre de parallèles du tore, ou ob- 
tient, sans aucune difficulté, la projection horizontale de 
l’intersection cherchée. Cette projection, dont l’épure ne 
présente que la moitié, se compose de deux arcs cehfd, 
cgd, et de deux autres arcs, symétriques de ceux-ci, par 
rapport à la ligue de terre. L’arc cehfd se raccorde avec le 
symétrique de cgd, et ce dernier arc cgd se raccorde avec 
le symétrique de cehfd; en sorte que la projection horizon- 
tale complète parait composée de deux ellipses égales, qui 
se couperaient aux points c, d, projections des points où 
le plan donné touche le tore. 

207. Rabattement de la section. Pour ne pas jeter de 
confusion dans l’épure, faisons tourner le plan sécant au- 
tour de la perpendiculaire au plan vertical de projection , 
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passant par le centre (o, «') de la surface; puis, quand le 
plan mobile sera devenu horizontal, transportons la ligne 
de terre, parallèlement h elle-même, jusqu’en XY. La corir 
struction employée dans le Problème X (78) donnera, 
pour le rabattement cherché, le système de deux courbes 
GEHFDGG, CG,1)F,E,, placées symétriquement par rap- 
port à XY, et qui se coupent sur cette droite. 

208. M. Yvon Villarceau a démontré que ces deux courbes 
sont deux circonférences égales à celle gui est décrite par 
le centre (i, i') du cercle générateur , et dont les centres 
sont distants de l’axe d’une quantité égale au rayon de ce 
cercle (*). 

209. Remarque. Il résulte, de ce Théorème, que le tore 
admet trois séries de sections planes, doublement circulaires . 


(') Pour vérifier l'élégant Théorème de M. Villarceau, faisons o'i'—a. 
i'c—K, ip=S; abaissons M,U perpendiculaire à OU, et menons 0,11,. 

Nous aurons d'abord : OH — o'6 — a-t-K, OG,=»o'a’~ a— R : d*oû, en 
prenant le milieu O, de G,H : 0,H—a, 00, = R. 

Le point (m, , m ), qui a M, pour rabattement, est situé sur le paral- 
s î s 

lèle projeté en çV, ; donc 00 — o',q‘ — o,tn. 

Le premier terme du second membre est égal à IVuu autre 


cOté , les triangles o'o’ 1 m', i'c'o' donnent 


0,1» 

a*—R* 


R*— 

B* 


o ,m 

o'c' 

.i 

o'm' 


o ,o 
i’c' 


r, OU 


L’équation précédente devient donc 

De cette valeur, résulte 0,11=^. Et comme R* — 

K R 

r. y * ■ ; • . ■’ iy Tiy 

* a* 

le triangle rectangle 0,UM, donne 0,M, — — y — (R*— e ) — o*. 


La distance O.M, est donc constante, etc. 
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En effet, tout plan passant par l'axe, ou tout plan perpen- 
diculaire à l'axe , ou enfin tout plan tangent passant par 
le centre, coupe le tore suivant deux circonférences. 

210. Seconde remarque. On peut ajouter que le tore 
admet trois séries de sections sphériques, doublement cir- 
culaires. Y 

En effet : 1° si l'on coupe la section méridienne du tore 
par une circonférence ayant sou centre sur l'axe, les points 
communs aux deux courbes décriront, lors de la rotation, 
deux parallèles communes au tore et à la sphère engendrée 
par celte circonférence. 

2° Par le cercle générateur du tore on peut faire passer 
une infinité de sphères. Par le centre de l'une d’elles, me- 
nons un plan méridien : il partagera le système des deux 
corps en deux parties symétriques. Donc la sphère coupera 
le tore, de nouveau, suivant un cercle égal au premier. 

5° De même, par le cercle EF, situé sur le tore, on 
peut faire passer une infinité de sphères. Par le centre de 
l’une d’elles, menons encore un plan méridien. Il partagera 
le système des deux corps en deux parties symétriques. 
Donc, etc. 



i 
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CHAPITRE IX. 

Intcrwerlion «le deux m tir faire.* courbeM. 

t 

211. Dans les chapitres V, VII et VIII de cet ouvrage, 
nous avons indiqué les méthodes que l'on doit employer 
quand on veut construire la section plane d’une surface 
réglée ou d’une surface de révolution. Si le lecteur a saisi 
l’esprit de ces méthodes, il a dû reconnaître que, dans 
chaque cas, on coupe la surface et le plan donnés, par 
une série de plans auxiliaires , tellement choisis, que cha- 
cun d'eux détermine sur la surface une ligne facile à con- 
struire : par exemple, une droite ou une circonférence. La 
rencontre de cette ligne avec l’intersection du plan donné 
et du plan auxiliaire appartient à la courbe cherchée, dont 
on obtient ainsi un certain nombre de points. En unissant 
par un ou plusieurs traits continus les points déterminés 
par tous les plans auxiliaires, on a enfin cette courbe, avec 
une approximation plus ou moins grande (*). 

212. En résumant ce procédé , on voit qu’il consiste 
véritablement à remplacer le problème proposé par une 
série de problèmes du même genre, mais plus simples. Par 
exemple , pour obtenir l’intersection d’un hyperboloïde de 
révolution et d’un plan , on construit les sections de celte 
surface par des plans parallèles à son axe, et l’ou combine 
ces lignes avec les droites suivant lesquelles le plan donné 
coupe le plan auxiliaire. 


. (*) Dans ce paragraphe et dans ceux qui suivent, le mot projection est 
sous-entendu. . 
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213. Quand on veut construire l'intersection L de deux 
surfaces courbes quelconques S et S', on ne fait que géné- 
raliser la méthode dont nous venons d’indiquer la partie 
essentielle. Ainsi, après avoir examiné s'il existe une série 
de surfaces x, x,, x,..., qui coupent S et S' suivant des 
lignes faciles à déterminer, on construit les intersections 
l, V de la surface auxiliaire x avec les surfaces données; 
puis les intersections , l\ de x, avec ces mêmes sur- 
faces, etc. Ces deux séries de lignes étant obtenues, on 
cherche le point de rencontre m de / et de /' (*) ; puis le 
point de rencontre m, de /, et de l\; et ainsi de suite. En- 
fin, on construit le lieu des points m, m,, m,... : ce lieu est 
la courbe cherchée L. 

214. Les surfaces auxiliaires x, s„ x,..., seront, presque 

toujours, des plans, sans quoi, la recherche des courbes 
/, !',.••• pourrait être aussi difficile que celle de la 

courbe L; et l’emploi de ces surfaces n'aurait pas simplifié 
le problème (**). En outre, sauf les cas, très-peu nombreux, 
dans lesquels les surfaces proposées admettront des sec- 
tions rectilignes ou circulaires , cette détermination des 
courbes I, l', nécessitera encore tant d’opérations 

graphiques, que l’on est en droit de regarder la solution gé- 
nérale du problème dont nous nous occupons, sinon comme 
illusoire, du moins comme fort peu satisfaisante (***). 

(*) Les courbes t, t' se couperont si la surface auxiliaire 2, à laquelle 
elles appartiennent, loin lie entre certaines limites. — Voyez, pour tes 
surfaces-limites, les Problèmes XVIII et suivants. 

(*') Cependant, lorsque les sut faces S, S' sont do révolution, et que 
leurs axes se coupent, on adopte des sphères pour surlaces auxiliaires. 
Voyez le Problème XX. 

(***) Si l'on savait toujours éliminer une inconnue entre deux équa- 
tions, la solution algébrique du problème remporterait, de beaucoup, 
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215. Avant d'appliquer ces considérations à quelques 
exemples très-simples, nous ferons observer que la tangente 
T en un point quelconque M de la courbe L d'intersection 
de deux surfaces S, S', est, en général, l'intersection des 
plans P, P', respectivement tangents aux deux surfaces, 
en ce point M. 

En elfet, d’après la propriété caractéristique du plan 
tangent (27), la droite T, tangente en M à la courbe L 
tracée sur la surface S, est située dans le plan P. De même, 
elle est dans le plan P'; doue, etc. 

216. Quelquefois, la construction de la tangente peut 
être simplifiée au moyen de la proposition suivante : 

La tangente T, en un point quelconque M de la courbe L 
d’intersection de deux surfaces S, S' , est perpendiculaire au 
plan des normales N, N' menées, par ce point, à ces sur- 
faces. 

Pour démontrer cette proposition, il suffit d’observer 
que la normale N étant, par définition, perpendiculaire au 
plan tangent P, elle sera perpendiculaire à la tangente T. 
De même pour la normale N'. Or, une droite est dite per- 
pendiculaire à un plan, lorsqu'elle est perpendiculaire à 
deux droites menées, par son pied, dans ce plan; etc. 

217. Remarque. Le plan des deux normales N, N' est 
dit normal à la courbe L. 


sur la solution géométrique. Eu effet, les projections de la courbe cher- 
chée seraient représentées par les équations obtenues en éliminant i, 
puis x, entre les équations des deux surfaces données. 
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PROBLÈME XVIII. 

Intersection de deux cylindres. 

218. Recherche d’un point quelconque. Après avoir con- 
struit les contours apparents des deux cylindres, que nous 
supposons, pour plus de régularité dans l'épure, limités à 

deux plans horizontaux xy, x'y', déterminons les surfaces Fio. 57. 
auxiliaires qui donneront lieu aux intersections les plus 
simples. Ces surfaces seront des plans parallèles, à la fois, 
aux génératrices des deux cylindres. 11 est clair, en outre, 
que ces plans seront parallèles entre eux. 

Pour déterminer leur direction commune, menons, par 
un point arbitraire (i, i'), une parallèle ( ik , i'k') aux géné- 
ratrices du cylindre C, et une parallèle (il, i'I') aux généra- 
trices du cylindre C'. La trace horizontale du plan de ces 
deux lignes sera la droite Ik, à laquelle les traces horizon- 
tales de tous les plans auxiliaires devront être parallèles. 

Si donc nous menons une sécante pq, parallèle à Ik, cette 
droite pq sera la trace horizontale d’un plan qui coupera les 
deux cylindres suivant des génératrices (pin, p'm'), (qm, 
q'm ') ayant les points p, q pour traces horizontales; et le 
point (m, m'), oit ces lignes se rencontrent, appartiendra 
à la courbe cherchée. En répétant la même eonstructiou. 
on obtiendrait de nouveaux points, aussi nombreux que 
l’on voudrait; mais, pour avoir une idée nette delà nature 
de l'intersection, il vaut mieux construire d'abord les points 
situés sur les plans-limites, et ensuite les points apparte- 
nant aux contours apparents. 

219. Points situés sur les plans-limites. Menons, paral- 
lèlement à kl, une droite a(iy qui, tangente à l’une des bases 
données , soit sécante à l’autre : cette droite sera la tracç 
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horizontale d'un plan-limite, c’est-à-dire d'un plan au delà 
duquel il n’y aura aucun point appartenant à l’intersection 
des deux cylindres. De même, <Hrj est la trace d’un autre 
plan-limite (*). Chacun de ces plans est tangent à l’un des 
cylindres et sécant à l’autre. De plus, tandis qu’un plan 
auxiliaire quelconque, le plan pq, par exemple, fournit 
quatre points de l’intersection, chacun des plans-limites en 
donne seulement deux. C’est ce que l’on reconnaît à l’in- 
spection de l’épure. 

220. On peut ajouter que, en chacun des points situés 
sur un plan-limite, la tangente à l'intersection est la géné- 
ratrice commune à ce plan et au cylindre qu'il coupe. 

En effet, la tangente au point (k, k') est l’intersection 
du plan afiy, avec le plan tangent au cylindre C, suivant la 
génératrice (yk, y'k') , laquelle est située dans le premier 
plan; donc la tangente ne diffère pas de cette génératrice. 

221. Remarque. S’il arrivait que le plan-limite fût tan- 
gent aux deux cylindres, la méthode générale serait en dé- 
faut, et, pour déterminer la tangente au point (k, k'), il 
faudrait recourir à d’autres théories, que nous ne pouvons 
indiquer ici. 

222. Distinction entre l’arrachement et la pénétration. 
Dans notre épure, le plan aj3y est tangent au cylindre C', 
et le plan dsvj est tangent au cylindre C. Il résulte, de cette 
disposition , que chacune des deux surfaces est rencontrée 
par une partie seulement des génératrices appartenant à 

(*) Si les bases des cylindres étaient des courbes non convexes, on 
pourrait trouver plusieurs plans- limites P, P', P', P"..., partageant 
l’espace en régions telles que, de deux régions consécutives, l’une con- 
tiendrait des points communs aux deux cylindres, et l’autre n’en ren- 
fermerait pas. Au reste, les plans-limites sont des cas particuliers des 
turfacesAimiles dont il a été question ci-dessus. 
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l’autre, et vice versâ. Dans ce cas , l’intersection est com- 
posée d'une seule branche, et l’on dit qu’il y a arrachement 
des deux cylindres. 

Si les plans-limites sont tangents à un même cylindre , 
comme l’indique la figure 58, il y a pénétration : le cy- 
lindre C' traverse le cylindre C, de part en part; et, par 
conséquent, l’intersection se compose de deux branches sé- 
parées , dont l’une est la courbe d’entrée, et l’autre la courbe 
de sortie. 

223. Points situés sur les contours apparents. Il est 
avantageux de faire passer des plans auxiliaires , par les 
génératrices qui déterminent les contours apparents; parce 
que ces plans donnent des points pour lesquels les tan- 
gentes sont immédiatement connues. Considérons, par exem- 
ple, le plan fn, mené par la génératrice-limite (ff, , f’f,) , et Fig. 57. 
soient (r, r'), (s, s') les deux points où celte génératrice 
perce le cylindre C'. Le plan tangent en (r, r'), au cylindre 
C, est vertical; donc la tangente à l’intersection, en ce point 
(r, r'), est projetée suivant ff r 

Semblablement, les tangentes aux points situés sur les 
génératrices qui ont b, d pour traces, sont projetées hori- 
zonta'ement suivant bb,, dd t . 

La même démonstration s’applique aux points situés sur 
les génératrices dont les traces sont a, c, e, g : les projec- 
tions verticales des tangentes en ces points sont confon- 
dues avec les projections des génératrices. 

En général, la tangente à l’intersection de deux surfaces, 
en un point situé sur le contour apparent de l'une d'elles, 
se projette, sur le plan auquel ce contour apparent est re- 
latif, suivant la tangente à la projection de ce même con- 
tour. 
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224. Construction de la tangente. La construction dé 
la tangente (ml, m't') en un point quelconque (m, m') de 
l’intersection des deux cylindres, n’offre aucune difficulté, 
puisque cette droite est l'intersection des plans dont les 
tfaces horizontales sont les tangentes tp, tq aux bases des 
deux Cylindres. 

225. Si l’on voulait déterminer les points pour lesquels 
la tangente est horizontale, c’est-à-dire le point le plus haut 
et le point le plus bas (*) de la courbe d’intersection , on 
remarquerait que, pour chacun d’eux, les plans tangents 
aux deux cylindres ont leurs traces horizontales parallèles 
à la tangente, et, par conséquent, parallèles entre elles. 
On devra donc, par tâtonnement, construire un plan auxi- 
liaire tel, que les tangentes aux extrémités i, v de sa trace 
horizontale, soient parallèles entre elles. 

22G. Nous n’avons pas encore indiqué comment on doit 
s’y prendre pour réunir, par un trait continu, les points 
obtenus isolément, et qui appartiennent, par exemple, à la 
projection horizontale de l’intersection. La considération 
suivante fournit un procédé assez commode. 

Fig. 59, Soient ABCD... la courbe d’intersection de deux cylin- 
dres dont les bases sont abedef et xpyds.. Soient au, 
cd les traces horizontales des plans auxiliaires, elAa, 
Aa, bb, Bj3... é les génératrices qu'elles déterminent. 

Nous pouvons regarder l’arc abede comme une projeo- 


(*) En général, si ta tangente en un point M d'une courbe C est paral- 
lèle à un plan P, la distance du point M à ce plan est un maximum ou un 
minimum. Un peut démontrer telle proposition par le moyen employé 
dans le n° 45. Cependant, si le poiul M est un point singulier, la pro- 
priété peut ne plus subsister. ■ 
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tion de ABC..., faite parallèlement à A a. De même, l’arc 
yl 3xsâ sera une seconde projection de cette ligne. 

Cela pose, admettons qu’un mobile M décrive la courbe 
ABC..., tandis que ses projections m, y se meuvent sur 
les bases des deux cylindres. Si, pour fixer les idées, on 
suppose que M, parti du point A, marche dans le sens in- 
diqué par les flèches F, il est clair que la projection m dé- 
crira d’abord l’arc abc, et que la projection y décrira l’arc 
a[jy. Quand le mobile M sera arrivé en C, le mobile m 
continuera à se mouvoir dans le même sens que précédem- 
ment, et il décrira l’arc cde; mais le mobile y rebroussera 
chemin, et il parcourra l’arc y[ 3x, dans un sens contraire 
au sens primitif. La même discussion pourrait être conti- 
nuée : elle est suffisamment indiquée par les flèches /’, f, 
<f et 9 ', 

Supposons h présent queABCD..., au lieu d’être l’in- 
tersection des deux cylindres, soit seulement la projection 
horizontale de cette ligne, projection dont on a obtenu des 
points, en combinant les projections horizontales «A, bB... 
des génératrices du premier cylindre, avec les projections 
«A, j3B... des génératrices du second. Quand les mobiles 
m, y décrivent les arcs ab, xj3, le mobile M doit se trans- 
porter de A en B; donc ces deux points doivent être réunis 
par un arc continu; etc. 

227. D après les conventions adoptées, nous avons, 
dans notre épure, tracé en plein les projections des parties 
visibles, et en points ronds les projections des parties invi- 
sibles. Relativement h la courbe d intersection, il importe 
d’observer qu’un point quelconque de cette ligne étant tou- 
jours l’intersection de deux génératrices, il ne sera visible 
que s’il est situé sur deux génératrices visibles. 
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PROBLÈME XXX. 

Intersection de deux cônes. 

228. Les surfaces auxiliaires qui détermineront, de la 
manière la plus simple , l'intersection NDMCP de deux 

Lie. 60. cônes C, C' donnés, sont, évidemment, des plans passant 
parles sommets S, T. Leurs traces horizontales convergent 
toutes par la trace horizontale R de cette droite. Sauf cette 
légère modification, la construction de l’épure est iden- 
tique à celle de l’épure précédente. Nous ne devrions donc 
entrer dans aucune explication sur le problème actuel, s’il 
ne donnait lieu aune recherche intéressante, celle des bran- 
ches infinies. 

229. Le raisonnement dont nous avons fait usage à pro- 
pos de la section hyperbolique du cône, démontre que l'in- 
tersection de deux surfaces coniques C, G' a des branches 
infinies, s’il existe, sur ces surfaces, deux génératrices (sa, 

(ta, t'a') parallèles entre elles. 

En effet, remplaçons le plan P de ces génératrices paral- 
lèles, par un autre plan auxiliaire P' faisant un très-petit 
angle avec le premier : il déterminera, dans les deux cônes, 
deux droites dont l’inclinaison mutuelle pourra être rendue 
aussi petite que nous voudrons. Leur point de rencontre 
pourra donc s’éloigner des sommets S, T, au delà de toute 
limite. C’est ce qu’il fallait démontrer (*). 

(*) ài l'on appliquait ce mode de démonstration au cas de deux cônes 
ou de deux cylindres dont les bases seraient indéfinies, il pourrait con- 
duire à des conclusions fausses. Ainsi, avec une même directrice para- 
bolique, on peut construire deux cylindres: leur intersection sera 
indéfinie; et cependant les génératrices de l'un ne seront pas parallèles 
aux génératrices de l'autre ; etc. 
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250. Afin de reconnaître si les deux cônes C, C' admet- 
tent des génératrices parallèles, transportons liun d eux, pa- 
rallèlement à lui-même, jusqu’à ce que son sommet S vienne 
coïncider avec l’autre sommet T ; c’est-à-dire, prenons ce 
dernier point pour sommet d’un cône c dont les génératrices 
soient parallèles à celles du cône C. Si les cônes donnés 
admettent deux génératrices parallèles (sa, s'a'), (tx, t'a'), 
cette dernière droite sera commune au cône fixe G' et au 
cône auxiliaire c; en sorte que les traces de ces dernières 
surfaces se couperont en un point a. Toute la question se 
réduit donc à la construction de la courbe ai X , trace ho- 
rizontale du cône c. 

254 . Il est très-facile de reconnaître que cette courbe 
est semblable à la trace du cône G, et que le centre de si- 
militude des deux lignes est le point r, trace horizontale de 
la droite menée par les sommets S, T. En effet, soient sf, 
ftp les projections horizontales de deux génératrices paral- 
lèles , respectivement situées sur les cônes C , c. Le plan 
de ces deux génératrices passe en (r, r') ; donc les deux 
traces horizontales f, 9 , et le point r, sont sur une même 
droite; etc. 

La trace ai X du cône auxiliaire étant semblable à celle 
du cône C, on pourra, à l’aide du centre de similitude r, 
et sans employer les projections verticales , construire par 
points cette courbe <*sX, et déterminer ses intersections 

<1 

a, X avec la trace du cône C'. O 11 obtient ainsi, dans 
l’exemple proposé, deux couples de génératrices parallèles ; 
savoir, (sa, s'a') et (ta, l'a'); puis (Is, l's') et (tX, f'X'). 
L’intersection des nappes inférieures des deux cônes est 
donc une courbe projetée horizontalement suivant pcmdn, et 

2* R. 8 
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qui s’étend indéfiniment dans deux sens, de c vers p, et de 
d vers n (*). fr 

232. Construction des asymptotes. En remontant à la 
définition de ces droites (118), et à la construction géné- 
rale de la tangente en un point de l’intersection de deux 
surfaces, on conclut immédiatement que l’asymptote de 
l’arc indéfini mcp... sera l’intersection du plan tangent au 
côneC, suivant la génératrice (Is, l's'), avec le plan tangent 
au cône C', le long de la génératrice (11, t'X'). 

Ces deux plans tangents ont pour traces horizontales les 
tangentes lu, lu aux bases des deux cônes; d’ailleurs, les 
génératrices de contact sont parallèles entre elles : la pro- 
jection horizontale de l’asymptote, ou l’asymptote à la pro- 
jection horizontale de l’intersection, sera donc la droite uv, 
parallèle à Is et tl. 

On construirait, de la même mauière, l’asymptote à l’arc 
indéfini mdn. 

233. Remarque. Si les tangentes lu, lu étaient parallèles, 
l’asymptote nv serait transportée à l’infini; c’est-à-dire 
qu’elle n’existerait plus. 

N. 

PROBIÈME XX. 

Intersection de deux surfaces de révolution, dont les axes se rencontrent. » 

234. Prenons le plan horizontal de projection, perpen- 
diculaire à l’un des axes , et le plan vertical, passant par 

(*) Si les deux cônes étaient prolongés au delà de leurs sommets, 
ils se couperaient suivant une nouvelle branche infinie. Tour ne pas 
compliquer inutilement l'épure, nous avons supprimé, celte seconde 
partie de l’inlcrseelion. Nous avons eu même temps essayé de représen- 
ter, en projectiou verticale, les deux nappes inférieures, en les suppo- 
sant interrompues a partir de leur intersection. 
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ces deux droites. Les surfaces de révolution seront dé- 
terminées, si l’on donue leurs axes (o, oV), (xy, e'g ') et Fio. 61. 
leurs sections méridiennes a'b'c'd', e'f'g'h'. Nous pour- 
rons construire, comme d’habitude, le cercle dnb, pro- 
jection du contour apparent de la surface dout l’axe est 
vertical. Quant à la seconde surface , la détermination de 
son contour apparent, relatif au plan horizoutal, exigerait 
l’emploi de méthodes que nous ne pouvons indiquer ici (*); 
nous la regarderons donc comme suffisamment connue par 
sa section méridienne et son axe. D’ailleurs, ces deux élé- 
ments sont les seuls dont nous aurons besoin. 

235. Les surfaces auxiliaires (214) par lesquelles il con- 
vient de couper les surfaces données, sont des sphères 
ayant pour centre commun le point (o, o 1 ) où se coupent les 
deux axes (**). L’emploi de ces sphères est justifié par les 
deux propriétés suivantes, qu’il suffit d’énoncer : 1° quand 
deux surfaces de révolution ont même axe, elles se cou- 
pent suivant un parallèle commun; 2° la sphère est une 
surface de révolution qui a pour axe toute droite passant 
par son centre. 

236. Soit donc k'p'l'q' la section méridienne d’une 
sphère quelconque, ayant pour centre le point (o, o'). Le 
parallèle commun à cette surface auxiliaire et à la première 
des surfaces données est engendré par le point (k, k'), où 


« (*) Si la section méridienne e'f'g'h' est, comme dans noire épure, une 
ligne du second degré, la projection du contour apparent est une ligne 
du second degré, parce que la courbe de contact d'un cylindre et d'une 
surface de second ordre est plane. 

(**) Dans le cas très- particulier où les deux axes seraient parallèles, 
on couperait les deux surraces par des plans horizontaux, c’est-à-dire 

perpendiculaires à ces axes. 
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se coupent les sections méridiennés; de plus, il est situé 
dans un plan perpendiculaire à l’axe commun (o, o'z') ; 
donc ce parallèle est projeté tout entier suivant la corde 
commune k'I'. De même, le parallèle commun à la sphère 
auxiliaire et à la seconde surface de révolution, est projeté 
verticalement suivant la corde pq', commune aux deux 
sections méridiennes. Si donc les deux cordes kT, p'q' 
se coupeut en un point m', les deux circonférences dont 
ces cordes sont les diamètres se rencontrent, dans l’es- 
pace, en deux points symétriquement placés à l’égard du 
plan vertical, et qui auront m' pour projection verticale 
commune. Ces deux points appartiendront à l’intersection 
cherchée. 

En répétant la construction, on obtient, pour projection 
verticale de cette intersection, la courbe i'm'n'h', laquelle, 
évidemment, doit passer par les points i', h' communs aux 
sections méridiennes données. 

237. La projection horizontale imnh se construit sans 
difficulté. En effet, le point (m, m'), par exemple, appar- 
tient au parallèle projeté verticalement suivant k’I'. Ce pa- 
rallèle, étant horizontal, se projette en vraie grandeur sui- 
vant la circonférence kml ; etc. 

238. Remarque. Si les surfaces données sont du second 
ordre, la projection verticale de leur intersection appartient 
à me ligne du second degré (*). 


(*) En effet, Lg plan vertical <le projection est nn plan principal par 
rapport à chacune des deux surfaces. Or, l’intersection de deux surfaces 
du second ordre gui ont un plan principal commun, se projette, sur ce 
plan, suivant un« ligne du second ordre ; donc, etc. 

Le cas où les deux sections méridiennes du second degré auraient 
un foyer commun, mérite d’être remarqué : la projection verticale de 
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259. D’après ce qui précède , si deux cordes , détermi- 
nées par une circonférence auxiliaire, concourent en un 
point extérieur à la circonférence, ce point n’appartiendra 
pas à la projection verticale de l’intersection des deux sur- 
faces. Néanmoins, il sera situé sur la ligne dont celte pro- 
jection est un arc (*) . 

l’interseclion se réduit alors à une ligne droite, ou au système de deux 
droites. 

Pour démontrer cette propriété , rapportons les méridiennes à des 
axes rectangulaires passant par le foyer commun; nous pourrons re- 
présenter ces deux courbes par 

— (my-i-næ-i-p) ! , (I) 

x' + y* — (m'j/-♦-n'x-t-p') , . (S) 

L’équation do la circonférence variable sera 

x'+y' — ?*■ (3) 

Retranchons membre à membre les équations (t) et (3) : la formule 
(mÿ + nat-t-p)*-"? 1 (4) 

représentera deux cordes telles que k l', communes à la courbe (1) et à 
la circonférence. De même, la corde p'q' est donnée par l’équation 
(m'y-t-n';E-4-p')*=»p’. (5) 

Actuellement, éliminons p entre les relations (4) et (&), afin d’obtenir 
l’équation du lieu des points m'\ nous trouverons 

(my-hnx-hpP— (m’y-i-rix-i-p' )*, (6) 

équation qui représente deux droites. 

(*) Si l’on cherchait l’équation du lieu des points dont il s’agit, on 
trouverait qu’elle ne dilîére pas de celle qui représente la projection 
verticale de l’intersection. Cette projection fait donc partie du premier 
lieu. 

Il y a plus : ce même lieu peut se terminer brusquement, parce que 
les circonférences auxiliaires deviennent trop petites ou trop grandes. 
Dans ce cas, la courbe obtenue en construisant les points déterminés 
par les circonférences, courbe dont une parliê constitue la projection 
verticale fn’A', n’est elle-même qu’un; partie du lieu représenté par 
l’équation. C’est là un des nombreux exemples dans lesquels l’emploi 
de l’Algèbre conduit à un résultat plus général que ne paraissaient le 
comporter les données du problème. 
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240. Construction de la tangente. On pourrait, pour 
déterminer la tangente en un point quelconque (m, m') de 
la courbe d’intersection, construire les plans tangents, en 
ce point, aux deux surfaces. Mais il sera plus simple de re- 
courir à la méthode du plan normal (216). En effet, la trace 
verticale de la normale en (m, m'), pour la première sur- 
face, est le point (o, »•') (65). Semblablement, la normale 
h la seconde surface rencontre le plan vertical en un point 
projeté en s'. La trace verticale du plan des deux normales 
est donc r's'. Par suite, la droite m'V, menée perpendi- 
culairement à cette trace, est la projection verticale de la 
tangente demandée. 

On obtient sa projection horizontale en cherchant d’abord, 
à l’aide de la normale (mo, m'r’), la trace horizontale <xfi 
du plan normal, et en abaissant ensuite une perpendiculaire 
mt sur cette trace. 
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Mar leu changement* de plan* de projection. 

Si le lecteur a étudié avec attention les méthodes ex- 
posées dans cet ouvrage, il a dû reconnaître que, dans 
certains cas, les procédés généraux de la Géométrie des- 
criptive devenant peu praticables, il devient avantageux de 
recourir à des procédés particuliers. Ainsi, les projections 
définitives d’une figure, qui nécessitent presque toujours 
la construction d’un grand nombre de lignes, s’obtiennent 
quelquefois très-rapidement à l’aide de projections auxi- 
liaires résultant, soit de simples rabattements , soit de ro- 
tations effectuées autour d’axes convenablement choisis (*). 
Ainsi encore, la recherche des points où une surface est 
rencontrée par une droite peut être simplifiée, si l’on prend 
la droite pour génératrice d'une surface auxiliaire dout l’in- 
tersection , avec la surface donnée , renferme les points 
cherchés, etc. 

Nous citerons , comme exemples de cette substitution 
de procédés particuliers aux méthodes fondamentales, le 
Problème LXVI de la Première Partie, l’épure de la section 
droite d'un cylindre oblique, la détermination des sommets 
de la section plane d'un hyperboloide (200) , et enfin tous 
les problèmes relatifs aux surfaces de révolution. 

Dans ces dernières années, on a préconisé, outre mesure, 
l’emploi des projections auxiliaires. Ou a cru qu’il fallait, 


(*) Remarquons, en passant , que les rabattements sont de véritables 
rotations. 
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à tout propos, et dans tous les problèmes de Géométrie des- 
criptive, recourir à leur emploi. Il y a plus : oubliant que 
tous ceux (jui ont écrit sur cette partie de la science ont 
indiqué les petits procédés graphiques dont nous parlons; 
oubliant que tous les Traités de Stéréotomie (*) en font 
mention, ou s’est imaginé que l’ensemble de ces procédés 
constituait une véritable découverte. A une chose nouvelle 
il fallait un nom nouveau : on inventa celui de Méthode du 
changement des plans de projection ! Les choses en sont ve- 
nues à ce point que, dans le Programme pour l’admission 
à l’École Polytechnique, publié en 1850, on lisait, à propos 
des questions relatives à la ligne droite et au plan : on fera 
usage , pour la résolution de ces problèmes , de la méthode 
du changement des plans de projection (**). Depuis, la Com- 
mission chargée de la rédaction du programme, probable- 
ment effrayée par l’accusation de monopole lancée contre 
l’un de ses membres (***), est revenue sur sa première dé- 
cision : aujourd’hui, elle se contente d’exiger l’explication 
de la méthode en question. 

Comme nous voulons, avant tout, être utile aux jeunes 


(*) L’ouvrage intitule : La théorie et la pratique de la Coupe des Pierres, 
par Frézier (1769), contient une foule d'épures dans lesquelles l’auteur 
emploie des rabattements, des plans de prolil , etc., c'est-à-dire de 
véritables changements de projection. Parmi les anciennes épures de 
l'Éeole Polytechnique, il en est une, celle de la descente biaise, qui 
montre une heureuse application des projections obliques, faites sur un 
plan auxiliaire. Il serait facile de multiplier ces citations. 

(**) Comment résoudrait-on, à l’aide de la méthode, le premier de ces 
problèmes : Par un point donné dans l’espace, mener une droite paral- 
lèle à une droite donnée? Quelle que soit la nouvelle solution, il est évi- 
dent que la solution vulgaire doit être préférée. 

(***) M. Th. Olivier, regardé comme l’auteur de la Méthode, faisait 
partie de la Commission. 


Digitized by Google 



DE GÉOMÉTRIE DESCRIPTIVE. 


121 


gens qui se destinent à l'École Polytechnique, nous allons 
développer la solution du problème général que Ton peut 
se proposer sur le changement des plans de projection. Le 
lecteur pourra ensuite s’exercer sur les cas particuliers : 
ils comportent de nombreuses simplifications (*). 

PROBLÈME. 

Connaissant les projections d’un point , trouver ses projections sur un plan 
donné P et sur un plan P, perpendiculaire à P, et dont l'intersection 
avec celui-ci est donnée. 

Pour éviter des circonlocutions, nous dirons que les plans 
P et P' sont, l’un, le nouveau plan horizontal, et l’autre, Fig. 62. 
le nouveau plan vertical : dans la réalité, ces deux plans 
peuvent avoir, par rapport à l’horizontal, des inclinaisons 
quelconques. 

Cela posé, soient m,m' les projections du point donné, 
al 3y le plan P, ab la projection horizontale de la nouvelle 
ligne de terre. Si, du point (m, m'), nous abaissons une 
perpendiculaire sur le plan P, le fied de cette droite sera 
la nouvelle projection horizontale cherchée; et la longueur 


(*) Quand line figure est rapportée à deux plans de projection, on 
doit, autant que possible, à l'aide des seules données de la question, 
résoudre le problème dont cette figure est l’objet. Ce serait presque 
toujours perdre inutilement le temps, que de vouloir la rapporter à de 
nouveaux plans, sur lesquels ses projections soient simples. Que dirait- 
on d'un élève qui, ayant à discuter une équation numérique du second 
degré, à trois variables, commencerait par chercher les plans principaux 
de la surface représentée par cette équation, et effectuerait ensuite la 
transformation de coordonnées? C’est pourtant à cela que revient la 
méthode du changement des plans de projection I Qu'on nous permette de 
le rappeler: en Mathématiques, comme en beaucoup d'autres choses, 

Le chemin le plus court est toujours le meilleur. 
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de cette même droite sera égale à la hauteur de la nouvelle 
projection verticale, par rapport h la nouvelle ligne de terre. 

Pour obtenir en même temps ces deux éléments, faisons 
passer, par le point (m, m'), un plan âsÇ, perpendiculaire 
à la trace a(3 du plan P, et rabattons-le sur le plan hori- 
zontal. Le rabattement du point donné sera l’extrémité m, 
de la droite mm, égale à em', et perpendiculaire à ds : 
le rabattement de la perpendiculaire abaissée sur le plan 
P sera la droite m,p , , perpendiculaire elle-même à l’inter- 
section du plan auxiliaire avec le plan P; etc. Si nous 
faisons à présent tourner le plan P autour de aj3, jus- 
qu’à ce qu’il se rabatte sur le plan horizontal primitif; si 
nous construisons le rabattement aXY de la nouvelle ligne 
de terre, et celui P du point rabattu d’abord en p,; enfin, 
si, après avoir abaissé Pp,P' perpendiculaire a XY, nous 
prenons p 4 P' égale à p,m, ; nous pourrons regarder P comme 
la nouvelle projection horizontale du point (m, m'), et P' 
comme sa nouvelle projection verticale. 
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EXERCICES. 

1. Construire les traces d’un cylindre de révolution, tan- 

gent à deux plans donnés, connaissant le rayon de la 
section droite. 

2. Construire un plan qui soit tangent à un cône donné, 

connaissant son inclinaison sur le plan horizontal. 

3. Construire les projections de l’intersection d’une sphère 

et d’un cône. 

4. Un cylindre de révolution, dont l’axe est vertical, est 

coupé par une sphère qui a son centre sur la surface 
du cylindre. On demande : 1° la projection verticale 
de l’intersection des deux surfaces; 2° le développe- 
ment du cylindre et la transformée de l’intersection. 

5. Construire et discuter la section d’un tore par un plan. 

6. Construire l’intersection de deux parabololdes hyper- 

boliques engendrés chacun par une droite horizontale 
glissant sur deux droites données. 

7 . Intersection de deux cônes de révolution, dont les axes 

se rencontrent. 

8. Intersection de deux surfaces gauches de révolution , 

dont les axes se rencontrent. 

9. Construire les projections d’un cône de révolution dont 

le sommet est donné, et dont la base, de rayon donné, 
est située dans un plan donné. 

10. Construire les projections d’un cylindre droit, connais- 

sant sa- hauteur, le plan de sa base inférieure , et le 
rabattement de cette base. 

11. Intersection de trois cylindres. 
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12. Intersection de trois cylindres de révolution, égaux 

entre eux, et dont les axes soient des droites don- 
nées, se coupant en un même point. 

13. Une sphère, de rayon donné, louche, en un point 

donné, un plan donné P. A cette sphère, on circon- 
scrit un cône dont le sommet est donné , et qui est 
terminé an pian P. On demande de construire les 
projections de ce cône, les projections de sa base, 
et les projections du cercle suivant lequel il touche 
la sphère (*). 

14. Ou donne une hélice, tracée sur un cylindre de révo- 

lution vertical, et l’on demande de construire les 
projections de cette courbe sur deux plans perpen- 
diculaires entre eux , et perpendiculaires au plan 
vertical. 

15 Construire la courbe d’intersection d’une sphère avec 
un cylindre ayant pour base le grand cercle horizon- 
tal de la sphère, et dont les génératrices sont paral- 
lèles à une droite donnée. 

16. A une sphère donnée, circonscrire un cylindre dont 

les génératrices aient une direction donnée, et trou- 
ver l’intersection de ce cylindre avec un cône ou avec 
un cylindre donné. 

17. Construire la courbe de contact d’un tore dont l’axe 

est vertical, avec un cylindre circonscrit à cette sur- 
face , et dont les génératrices sont parallèles à une 
droite donnée. On construira aussi la trace horizon- 
tale de ce cyliudre. 

18. On suppose que des anneaux, à section rectangulaire, 


(*) Cette question et les six suivantes appartiennent à la Théorie des 
ombres. 
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et tous égaux entre eux, soient assemblés de ma- 
nière h former une chaîne pesante , librement sus- 
pendue par une de ses extrémités. Dans cet état, 
deux anneaux consécutifs se rencontreront en quatre 
points appartenant à quatre arêtes intérieures. De 
plus, les axes de tous les anneaux seront horizon- 
taux, et deux axes successifs seront perpendiculaires 
entre eux. On demande de projeter la chaîne sur un 
plan donné. 

19. Un tore dont les dimensions sont données, et dont 

l'ax'e passe par un point donné, repose sur un plan 
donné. On demande : 1° de construire les deux pro- 
jections de cette surface ; 2° d’obtenir les projections 
de la courbe suivant laquelle ce tore est touché par 
un cône circonscrit, dont le sommet est donné. 

20. Le centre d’une sphère, de rayon donné, parcourt une 

hélice donnée, tracée sur un cylindre de révolution, 
dont l’axe est vertical. Dans son mouvement, la sphère 
est enveloppée par une surface-canal, dont on de- 
mande les deux projections. 

21. Construire l’intersection d’un plan vertical quelcon- 

que , avec la surface-canal définie dans la question 
précédente. 
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